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Divisibilité, congruence – Exercices 

 

 Divisibilité   

 

 1   Donner les diviseurs positifs de 25, 48 et 111. 

 

 2   Donner les diviseurs dans   de 10, 17 et 24. 

 

 3   Combien y a-t-il de multiples de 13 compris entre 0 et 

1000 ? 

 

 4   Soit   et   deux entiers naturels non nuls. Regrouper 

les phrases ayant la même signification. 

a.   est un diviseur de  . 

b.   est divisible par  . 

c.   est un multiple de  . 

d.   divise  . 

e. Le reste de la division de   par   est 0. 

f. Le quotient 
 

 
 est un entier. 

g. La partie entière de 
 

 
 est 

 

 
. 

 

 5   Existe-t-il des points à coordonnées entières sur la 

courbe   d’équations         , et si oui, lesquels ? 

 

 6   (Nombres abondants). Un nombre entier naturel   non 

nul est abondant si la somme de ses diviseurs positifs autres 

que lui-même est strictement supérieure à  . 

1. Parmi les nombres suivants, lesquels sont abondants ? 

15, 24, 28, 36, 42. 

2. Montrer que les multiples de 6 supérieurs ou égaux à 12 

sont abondants. 

3. Écrire un algorithme qui permet de déterminer les 

nombres abondants compris entre 1 et 100. Le pro-

grammer. 

a. Y a-t-il des nombres abondants impairs ? 

b. Modifier l’algorithme pour afficher les nombres 

abondants impairs entre 100 et 1000. 

 

 7   On veut déterminer les entiers naturels     tels que 

    divise     . 

1. À l’aide d’un tableur, émettre une conjecture. 
 

 A B C D 

1 n n-1 n+11 (n+11)/(n-1) 

2 2 1 13 13 

3 3 2 14 7 
 

2. Démontrer que si   est un entier, 

                           
3. En déduire toutes les solutions du problème. 

 

 8   Soit   un entier naturel supérieur ou égal à 2.  

1. À l’aide d’une factorisation, déterminer trois diviseurs 

de     . Sont-ils distincts ? 

2. En déduire trois diviseurs de 9999. 

 

 9   Le but de l’exercice est de déterminer les entiers relatifs 

  tels que la fraction 
   

    
 soit un entier. 

1. Démontrer que si tel est le cas,      est un diviseur 

de 21. 

2. Conclure. 

 10   Déterminer les entiers relatifs   tels que la fraction  
    

    
 soit un entier. 

 

 Système décimal   

 

 12   On choisit un nombre à trois chiffres, 351 par 

exemple. En le dupliquant on obtient 351 351. 

1. Diviser ce nombre par 7, par 11, par 13. 

2. Refaire l’expérience en prenant d’autres nombres à trois 

chiffres. Expliquer. 

 

 13   On considère les nombres palindromes à 4 chiffres, 

c’est-à-dire s’écrivant de façon symétrique. Par exemple 

1001, 7447. 

1. À l’aide de la calculatrice, déterminer les diviseurs de 

quelques nombres palindromes. Quelle conjecture peut-

on faire ? 

2. Prouver cette conjecture. 

 

 14   (Critère de divisibilité par 11). Soit       un 

nombre de trois chiffres écrit en base 10. 

1. Montrer que                 . 

2. Montrer que      si et seulement si         . 

3. En déduire que   est divisible par 11 si et seulement si 

      ou         . 

 

 15   Montrer que tout carré ayant 6 pour chiffre des unités 

a un chiffre impair des dizaines. 

 

 16   (2006, Polynésie).  

Deux entiers naturels   et   sont tels que   a pour écriture 

    en base dix et   a pour écriture     en base dix.  

Vrai ou faux ? Justifier. « Si l’entier   est divisible par 27 

alors l’entier     est aussi divisible par 27 ». 

 

 Division euclidienne   

 

 17   Écrire les divisions euclidiennes de   par   dans cha-

cun des cas suivants. 

a.       et      ; 

b.      et     . 

 

 18   Établir que pour tout entier naturel  , le reste de la 

division euclidienne de    par 4 est soit 0, soit 1. 

 

 19   On cherche les entiers relatifs   tel que      soit 

divisible par 3. 

1. Émettre une conjecture. 

2. Justifier que tout entier s’écrit sous la forme   ,      

ou      et démontrer la conjecture avec   entier. 

 

 20   Vrai ou faux ? Pour    , l’égalité  

                

est la division euclidienne de        par  . 

 

 21   Soit   un entier naturel. Donner le reste de la division 

euclidienne de      par      en fonction de  . 

 

 22   Soit   un entier naturel. Donner le reste de la division 

euclidienne de         par   en fonction de  . 

 

 23   Soit   un entier naturel non nul. 

1. Vérifier que                    . 
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2. Montrer que si    , le reste de la division euclidienne 

de        par    est     . 

3. Quel est le reste dans les autres cas ? 
 

 24   Montrer que pour tout entier  ,         est un mul-

tiple de 6. 
 

 Congruence   
 

 25   Vrai ou faux ? 

a.             b.            
c.            d.           
 

 26   Soit   et   deux entiers naturels tel que          et 

        . Déterminer les restes dans la divisions eucli-

diennes par 9 de :     ;       ;       ;        . 
 

 27   Montrer que         et         ont le même reste 

dans la division euclidienne par 17. 

 

 28   Montrer que       est divisible par 13. 

 

 29   Démontrer que si         , alors           .  
La réciproque est-elle vraie ? 

 

 30   Résoudre les équations suivantes. 

a.           b.            c.           
 

 31   Pour    , on pose               . 

1. Justifier que           puis montrer que pour tout 

entier naturel   on a             . 
2. Montrer de même que              pour tout    . 

3. En déduire que    est divisible par 7 pour tout    . 

 

 32   Trouver le reste de la division euclidienne de 

         par 5. 
 

 33   Démontrer que si   est un multiple de 6, alors 

         . 
 

 34   Vrai ou faux ? Si          est pair, alors   et   

sont pairs. 
 

 35   Montrer que pour tout entier relatif  , 3 divise 

          
 

 36   On considère l’équation           d’inconnues 

  et  , entiers relatifs. 

1. Compléter le tableau suivant. 
 

   …       1 0 1 2 

     …         
 

2. Montrer alors que l’équation n’a pas de solution. 
 

 37   Montrer que pour tout    ,             . 
 

 38   Soit      la suite définie par      et pour tout entier 

 ,           . 

1. Calculer les premiers termes de la suite. Quelle particu-

larité remarque-t-on ? 

2. Démontrer la conjecture. 

 

 39   Montrer que           , en déduire le chiffres des 

unités de    . Déterminer de même celui de     . 

 40   En utilisant les congruences, montrer que pour tout 

   ,              est un multiple de 6. 

 

 41   (2016, Polynésie). Vrai ou faux ? Justifier. 

Pour tout entier naturel  , le chiffre des unités de      

n’est jamais égal à 4. 

 

 42   (1967, Laos). Quels sont les restes respectifs de la 

division par 7 des six premières puissances de 10 : 

   ;     ;     ; … ;     ? 

Application. Déterminer   pour que le nombre qui s’écrit 

dans le système décimal           soit divisible par 7. 

 
 43   Montrer que l’équation            n’a pas de 

solutions entières si          . 
 

 Divisibilité   
 

 44   Démontrer que pour tout entier naturel  , 

a.         est divisible par 4 ; 

b.            est divisible par 7 ; 

c. (Dakar, 1967).           est divisible par 9 ; 

d.        est divisible par 119 ; 

e.         est divisible par 8 ; 

f.    
    

   est divisible par 7 ; 

g.             est divisible par 9. 

 

 Problèmes, sujets de baccalauréat   

 

 45   (2004, Asie). On appelle (E) l’ensemble des entiers 

naturels qui peuvent s’écrire sous la forme      où   est 

un entier naturel non nul ; par exemple        … 

On se propose dans cet exercice d’étudier l’existence 

d’éléments de (E) qui sont des puissances de 2, 3 ou 5. 

1. Étude de l’équation d’inconnue   : 

        où    ,     et    . 

a. Montrer que si   existe,   est impair. 

b. En raisonnant modulo 4, montrer que l’équation  

 proposée n’a pas de solution. 

2. Étude de l’équation d’inconnue   : 

        où    ,     et    . 

a. Montrer que si    ,    est congru à 1 ou à 3 mo-

 dulo 4. 

b. Montrer que si   existe, il est pair et en déduire que 

 nécessairement   est pair. 

c. On pose      où   est un entier naturel,    . 

Déduire d’une factorisation de       que 

l’équation proposée n’a pas de solution. 

3. Étude de l’équation d’inconnue   :  

        où    ,     et    . 

a. En raisonnant modulo 3, montrer que l’équation n’a 

 pas de solution si   est impair. 

b. On pose     , en s’inspirant de 2.c. démontrer 

 qu’il existe un unique entier naturel   tel que      

 soit une puissance entière de 5. 

 

 46   (2010, Polynésie). On se propose de déterminer les 

couples       d’entiers naturels non nuls vérifiant la rela-

tion :           (F). 

1. On suppose    . 

Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions. 

2. On suppose maintenant que    . 

a. Montrer que si le couple       vérifie la relation 

(F) alors           . 
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b. En étudiant les restes de la division par 32 des puis-

sances de 7, montrer que si le couple       vérifie 

la relation (F) alors   est divisible par 4. 

c. En déduire que si le couple       vérifie la relation 

(F) alors          . 
d. Pour    , existe-t-il des couples       d’entiers 

naturels vérifiant la relation (F) ? 

3. Conclure, c’est-à-dire déterminer l’ensemble des 

couples d’entiers naturels non nuls vérifiant (F). 

 

 47   On considère quatre entiers  ,  ,  ,  , avec   impair, 

vérifiant l’égalité 

             
En raisonnant modulo 8, montrer qu’un des entiers  ,   ou 

  est impair et que les deux autres sont soit tous les deux 

congrus à 0 modulo 4, soit tous les deux congrus à 2 modu-

lo 4. 

 

 48   (2005, Amérique du Nord).  

1. a.  Déterminer suivant les valeurs de l’entier naturel 

 non nul   le reste dans la division euclidienne par   

 de   . 

b. Démontrer alors que                . 
2. a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul  , 

          . 
b. On désigne par   un entier naturel écrit en base dix, 

 on appelle   la somme de ses chiffres. 

Démontrer la relation suivante :         . 
c. En déduire que   est divisible par 9 si et seulement

 si   est divisible par 9. 

3. On suppose que            ; on désigne par : 

   la somme des chiffres de   ; 

   la somme des chiffres de   ; 

   la somme des chiffres de  . 

a. Démontrer la relation suivante :         . 
b. Sachant que           , démontrer que   

 s’écrit en numération décimale avec au plus 8020 

 chiffres. En déduire que        . 

c. Démontrer que     . 

d. En étudiant la liste des entiers inférieurs à 45, dé-

 terminer un majorant de   plus petit que 15. 

e. Démontrer que    . 

 

 49   (2016, Amérique du Sud). Les entiers naturels 1, 11, 

111, 1111, ... sont des rep-units. On appelle ainsi les entiers 

naturels ne s’écrivant qu’avec des 1. 

Pour tout entier naturel   non nul, on note    le rep-unit 

s’écrivant avec   fois le chiffre 1 : 

          
                 

          
      

 

Partie A – Divisibilité des rep-units dans quelques cas 

particuliers 

1. Montrer que    n’est divisible ni par   ni par  . 

2. Dans cette question, on étudie la divisibilité de    par 3. 

a. Prouver que, pour tout entier naturel  ,           . 
b. En déduire que          . 

c. Déterminer une condition nécessaire et suffisante 

pour que le rep-unit    soit divisible par 3. 

3. Dans cette question, on étudie la divisibilité de    par 7. 

a. Recopier et compléter le tableau de congruences ci-

dessous, où   est l’unique entier relatif appartenant à 
                   tel que           . 

On ne demande pas de justification. 
 

  0 1 2 3 4 5 6 

         
 

b. Soit   un entier naturel non nul. 

Montrer que            si et seulement si   est un 

multiple de 6. 

On pourra utiliser la division euclidienne de   par 6. 

c. Justifier que, pour tout entier nature   non nul, 

   
     

 
. 

d. 1
Démontrer que « 7 divise    » est équivalent à « 7 

divise     ». 

e. En déduire que    est divisible par 7 si et seulement 

si   est un multiple de 6. 
 

Partie B – Un rep-unit strictement supérieur à 1 n’est 

jamais un carré parfait 

1. Soit   un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On suppose que l’écriture décimale de    se termine par 

le chiffre 1, c’est-à-dire           . 
a. Recopier et compléter le tableau de congruences ci-

dessous. 
 

   …       0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

    …                
 

b. En déduire qu’il existe un entier naturel   tel que 

        ou        . 

c. Conclure que           . 
2. Soit   un entier naturel supérieur ou égal à 2. Quel est le 

reste de la division euclidienne de    par 20 ? 

3. En déduire que, pour   entier naturel supérieur ou égal à 

2, le rep-unit    n’est pas le carré d’un entier. 

 

 50   (Code-barres EAN13). Le code EAN13 est composé 

de 13 chiffres :                             . Le der-

nier   est une clé de contrôle, calculée à partir des 12 pre-

miers chiffres de la façon suivante : 

On calcule la somme des chiffres de rang impair et celle des 

chiffres de rang pair : 

                       

                        

puis       . Soit   le reste de   dans la division eucli-

dienne par 10. Si    , la clé est    . Sinon, la clé est 

      . 

1. Vérifier que le code ci-

contre est correct. 

2. Supposons qu’à la saisie, un 

des douze premiers chiffres ait modifié, par exemple    

en   
  (avec       ). 

Soit   ,    et    les nombres permettant de calculer la 

clé de ce nouveau code. 

 Si   est impair, montrer que        
    .  

 Si   est pair, montrer que          
     .  

En déduire que l’erreur sera détectée dans chaque 

cas. 

3. Supposons que deux chiffres consécutifs    et      ait 

été intervertis. 

Montrer que si   est impair,                . 

Trouver une relation similaire pour   pair. 

L’erreur sera-t-elle systématiquement détectée ? 

                                                 
1
 Cette question nécessite le théorème de Gauss pour être 

traitée correctement, voir chapitre suivant. 


