Théorémes de Bezout et Gauss

PGCD de deux entiers

On notera dans la suite
e Div(a) I’ensemble des diviseurs d’un entier a non nul ;

e Div(a; b) I’ensemble des diviseurs communs de deux entiers a et b non tous nuls.
Clairement (a; b) = Div(a) N Div(b).

Théoreme - Définition. Soit a et b deux entiers non tous nuls.
Div(a; b) est un ensemble fini non vide. 1l posséde un plus grand élément, appelé plus grand
diviseur commun de a et b et noté PGCD(a; b).

Démonstration. Supposons a non nul. Div(a; b) est fini car il ne contient que des entiers
entre —a et a ; il est non vide car il contient 1. Il possede ainsi un plus grand élément. m

gemgle
Ona

Div(15) = {—15;-5;—-3; —1;1; 3;5; 15} et Div(6) = {—6;—3; —2; —1; 1; 2; 3; 6},
Donc
Div(15;6) = {-3;—1;1; 3}.
Il en résulte que PGCD(15;6) = 3.

Exemple

Déterminons le PGCD m de 126 et 136. Soit d un diviseur commun de 126 et 136. Alors
d divise 136 — 126 = 10, donc m € {1; 2; 5; 10}. Ni 10, ni 5 ne divise 126, en revanche
2 divise 126 et 136. Par conséquent d = 2.

Exemple
Déterminons le PGCD m de 414 et 630. A I’aide de la calculatrice, on constate que
414 =9%x46=2%x9x23et630=7XxX9 X2 X5.
Ainsim =2 X9 =18 car 23 et 7 X 5 n’ont pas de « facteurs communs » (voir lecon sur
les nombres premiers).

Théoréme 1. Soit a et b deux entiers naturels non tous nuls.

Div(a; b) = Div(b; a) et PGCD(a; b) = PGCD(b; a).

Div(a; 0) = Div(a) et PGCD(a;0) = a.

Si b divise a, alors Div(b) c Div(a) et PGCD(a; b) = b.

Pour tout entier k, on a Div(a; b) = Div(a — kb; b) et PGCD(a; b) = PGCD(a — kb; b).
Si0< b <a,Div(a;b) = Div(r; b) et PGCD(a; b) = PGCD(r; b) ou r est le reste de la
division euclidienne de a par b.

agrwdPE

Démonstration.

1. C’est évident.

2. L’ensemble des diviseurs de 0 est Z*, donc Div(a; 0) = Div(a) N Z* = Div(a), ce qui
montre que PGCD(a; 0) = a.
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3. Si b divise a, tout diviseur de b est un diviseur de a, donc Div(b) < Div(a). On en déduit
que Div(a; b) = Div(a) n Div(b) = Div(b), donc que PGCD(a; b) = b.

4. Si d divise a et b, alors d divise a — kb, donc d divise a — kb et b, ce qui montre
I’inclusion Div(a; b) c Div(a — kb; b).
Si d divise a — kb et b, alors d divise kb, donc aussi (a — kb) + kb = a. Finalement d
divise a et b, d’ou I’inclusion réciproque et 1’égalité Div(a; b) = Div(a — kb; b).

5. Ecrivons la division euclidienne de a par b : a = bq + r. D’aprés la propriété précédente,

PGCD(a; b) = PGCD(a — bq; b) = PGCD(r;q). m

Attention, Div(a; b) n’est pas a égal Div(ka + k'b; b) pour k et k' entier. En effet si ¢’était le
cas, en prenant k = b et k' = —a, on aurait Div(a; b) = Div(0; b) = Div(b), ce qui est faux
en général.

Exemple
Déterminons en fonction n le PGCD de 6n — 1 et 4n + 1.
Il divise toute combinaison linéaire de ceux-ci. Choisissons bien les coefficients pour faire
disparaitre n :

3(4n+1) —2(6n—1) =5.
Ainsi le PGCD ne peut étre que 1 ou 5. Cherchons a 1’aide d’un tableau si 4n + 1 et
6n — 1 peuvent étre simultanément des multiples de 5.

Sin=... [5] 0 1 2 3 4
alors4n+1=... [5] 1 0 4 4 2
etén—1=... [5] 4 0 1 2 3

En conclusion, PGCD(4n + 1; 6n — 1) estégala5sin = 1 [5] eta 1 sinon.

gemgle

Soit n un entier. Montrons que
1si t pai
PGCD(n® — m;n? + 1) = PGCD(n2 + 1,2) = { ST €st pair

2 sin est impair

Remarquons déja que n? + 1 n’est jamais nul, donc ce PGCD existe.

Puisque n® — n —n(n? + 1) = —2n, on en déduit que d’aprés la propriété 5.,
PGCD(n3 —n;n? + 1) = PGCD(n? + 1, —2n) = PGCD(n? + 1,2n).

La combinaison linéaire 2(n?+ 1) —nx2n =2 ne permet pas de conclure que
PGCD(n? + 1,2n) = PGCD(n? + 1,2), il faut raisonner en deux temps.

Soit d un diviseur de n? + 1 et 2n. Alors d divise 2(n? + 1) —n X 2n = 2 (et n? + 1),
donc Div(n? + 1,2n) c Div(n? + 1,2).

Réciproquement, si d divise n? + 1 et 2, alors d divise 2n (et n? + 1), d’ou I’inclusion
inverse Div(n? + 1,2) c Div(n? + 1,2n) et finalement 1’égalité de ces deux ensembles,
ce qui prouve 1’égalité des PGCD.

Si n est pair, n? + 1 est impair, donc PGCD(n? + 1,2) = 1, tandis que si n est impair,
n? + 1 est pair et PGCD(n? + 1,2) = 2.
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Algorithme d’Euclide

Théoreme 2 (algorithme d’Euclide). Soit a et b deux en-
tiers non tous nuls et d leur PGCD. a=bxq+n

e Sib=0,0nad = a et ’algorithme s’arréte. / /

e Sinon, on effectue la division de a par b: a = bq; + 1, b=rXq,+7,
avec 0 <7y <b. D’apres le théoreme précédent, on a
Div(a; b) = Div(b;ry). / /
e Sir; =0,onconclutd = b. =Ty X Qs+ Ty
e Sinon, on effectue la division de b parry : b = r;q, + 1,

avec 0 <7, <r;. Onadonc Ty =Tnoq X G + T
Div(a; b) = Div(b; ;) = Div(ry; 12). Tnot =T X Gyt + 0
Sir, =0,onconclut: d =r.
e Sinon, ...

e En continuant ainsi, on est certain de tomber sur un reste nul, dans le cas contraire nous
aurions construit une suite infinie strictement décroissante d’entiers naturels, ce qui est ab-
surde. Soit r;, le dernier reste non nul. Onar,_, = 1,_1qn + 1, €t

Div(a; b) = Div(b; ;) = Div(ry;r,) = -+ = Div(ry,_1; 1,) = Div(1;,; 0) = Div(r,),
ce qui montre que d = ry,.

On poserar_; = a, ry = b etr,,,; = 0, si bien que pour tout entier k vérifiant 0 < k < n, on
al’égalité : 1,_1 = 1 Q1 + ks €LdeplUSO =11 <15 <o <1y <1y < 1.

Voici deux traductions algorithmiques, avec et sans usage des couples. L’introduction de r et
r' est superflue, elle améliore juste la lisibilité de 1’algorithme.

(r,v") =(a,b) re—a
Tant que r’ # 0 faire r'<b
(r,r") « (r', reste de r par r") Tant que r’ # 0 faire
Fin Tant que w « reste de r par r’
Renvoyer r rer
r'ew
Fin Tant que
Renvoyer r
Exemple

Déterminons le PGCD de 374 et 297. On a

374 =297 x1+77

297 =77 X34+ 66

77 =66 X1+ 11

66 =11x6+0

Le dernier reste non nul est 11, donc PGCD(374; 297) = 11.

Théoréme 3. Soit a et b deux entiers non tous nuls. Les diviseurs communs de a et b sont les
diviseurs de leur PGCD.

Démonstration. Cela résulte de la démonstration de 1’algorithme d’Euclide :
Div(a; b) = Div(r;,) = Div(PGCD(a; b)). m

Théorémes de Bezout et Gauss - Classe de Terminale S Page 3




Pour a = 0 et b = 0, on peut dire que les diviseurs communs de a et b sont ceux de 0 (tous
les entiers). Cela incite a poser PGCD(0; 0) = 0, ce que nous ferons dans la suite.

Théoréme 4. Soit a, b et k trois entiers. Alors
PGCD(ka; kb) = k X PGCD(a; b).

Démonstration. Il suffit de multiplier par k toutes les lignes de 1’algorithme d’Euclide effec-
tuéespouraeth. m

Algorithme d’Euclide étendu

On reprend les notations du théoréme précedent.

Théoréme 5 (algorithme d’Euclide étendu). Pour tout entier k vérifiant -1 < k <n+ 1, il
existe deux entiers u; et vy tels que r, = auy + vby.

Démonstration. Pour k = —1 et k = 0 la propriété est vraie car

ri1=a=axXx1+bx0etry=b=ax0+bx1,
il suffit donc de poseru_; =1,v_; =0,u, =0etv, = 1.
Pour un entier k tel que 0 < k < n, supposons les entiers u_;, ug, ..., ux et v_q, Vg, ..., Vg
construits. Alors

Tkt = Tk—1 — TkGi+1 = QU1 + bVy—q — (QUg + bV qieis
= (Ug-1 — Qra1%)a@ + (Vg—1 — Gr41Vi)b

d’ou I’existence de uy, 1 et v,,4 €n prenant :

Upt1 = Ug—1 — Qre+1Uk €L Vgy1 = Vg1 — Q41Vg- W

Exemple

On a déterminé précédemment le PGCD de 374 et 297 par I’algorithme d’Euclide.

e Onpeutécrire 374 =1 X374+ 0% 297 et 297 = 0x 374 + 1 x 297.

e De374 =297 x1+77,ondéduit 77 =1 x 374 — 1 x 297.

e Ona66 =297 —-3x77 =297 —3(1%x374—-1%x297) = -3 x374+4 X 297.

e On a 11=77-66%x1=77=(1%x374—1%x297) —(—3x374+4%x297) =
4 x 374 — 5 x 297.

e Enfinona0=66—-11x6=(—3X3744+4%X297)—(4%x374—-5x%X297) X6 =
—27 %X 374 + 34 x 297.

Théoréme 6 (propriétés des entiers u, et v;).

1. Pour tout entier k vérifiant 1<k <n+1, on a u, >0 et v, <0 si k est impair et
U, < 0etv, > 0sik est pair.
En particulier, u;, et v, sont de signe oppose.

2. (Jugl)i<k<n+1 © (JUkl)1<k<n+1 SONt des suites strictement croissantes.

3. Upyp = (—1)”261: Un+1 = (_1)n+1ﬂl

d
b a
4, Iunl < get |17n| < a4

Démonstration.

Remarquons tout d’abord pour tout entier k tel que 0 < k <n, q,4+; = 1. En effet, si I’'on
avait q,, = 0 pour un entier k, on aurait r,_, = 14, et la suite des restes ne serait pas stric-
tement décroissante.
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Voici pour la suite un tableau réunissant les ingrédients nécessaires a la compréhension de la

démonstration.

Tk Uy Vg
r_1=a u_4=1 v_1=0
To=0> Uy =0 vy =1
L& uy =1 V1 =~
2 U = —q v, =1+ q19;
Tr+1 Ug+1 = Ug—1 — Gr+1Uk Vk+1
Tr+2 Ug+2 = Ug — Gr+2Uk+1 Vk+2
1, =d U, Uy,

Tny1 =0 Un+1 Un+1

On démontre les propriétés pour uy, la démonstration est analogue pour vy,.
1. Montrons par récurrence sur k > 1 la propriété : « uy,_; > 0 et uy, < 0 ».

Pourk =1,0nau; =1>0etu, =—q, <O0.

Supposons la propriété vraie pour k et montrons-la pour k + 1 :

Up(k+1)-1 = Uzk+1 = Uzk—1 — Q2k+1Uzk > Uzgk+1 > 0
et
Up(k+1) = Uzk+2 = Uzk — Qak+2Uzk+1 < Uz < 0.

2. Si k est un entier pair, avec k > 2,

lugs1l — |uk_|\ = Ugsr T U = Ug—q = Qraalle T U = Ug—q — (1 — Dug = w4 >0,

L’avant-derniére inégalité résultant de q,,, = 1, et de u;, < 0.

Si k est un entier impair avec k > 2,

[Urs1l = lwel = —Ups1 — U = —Uk—1 + Qrartlie — Uk = ~Up—1 + (Qrev1 — Duge
2 _Uk_l > 0

Cela montre que la suite (|ug|)1<k<n+1 €St Strictement croissante.

3. Montrons par récurrence sur k, avec —1 < k < n, que
_ TieUk+1 = Terr e = (=1)*D,
Pour k = —1,onabienr_juy, —rpu_; =ax0—b x (—1) = —b.
Supposons la propriété vraie pour un entier k vérifiant —1 < k < n — 1. Alors
Tir1Uirz = Thr2Uir1 = Tiear (Ui — CIk+2uk+%c) — (e — TI‘ck+11Qk+z)uk+1
o = Ter1Uk = Tl = —(=1)%b = (=1)**7b.
En particulier, pour k = n, on obtient 1,u,, 11 — T41Uy, = (—1)™b et comme 1,,,; = 0 et
. . f b
1, =d, ilvientdu,,; = (—1)"b, soitu, ., = (—1)" -

L’égalité au,,.4 + bv,,, = d conduit alors & v,,,, = (—=1)"*! %.

4. Comme 1,_1 = 1 Qns1 + The1 = ThQne L QUE T, < Tp_q, 0N A Qpyq = 2.

[Un+1—Un-1l < [Un+1—Un—1l

. ldn+1l - 2

Comme u,,; et u,_, ont le méme signe, sont non nuls et que |u,_1| < |up4+1], deux cas se

présentent :
e S’ils sont positifs, uy_q < Upyq, dONC |Upyq — Up_1] = Upg1 — Unq < Uppr = [Upgal-
e S’ils sont négatifs, —u,_; < —Up4q, d’00 Upy_q > Upyiq, dONC

De Upt1 = Un—1 — Gni1Un, ON déduit |u,| =

|un+1 - unl—ll = —Uptq T Up—1 < —Upy1 = |un+1|- o
Dans le deux cas, on a prouvé que |u,+1 — Up—1| < |t,41]. D’aprés le 3., il vient
[Un+1—Un—1l [Unsql 1 | n b| b
< ==|(- ==
lun| < 2 < 2 2 (=1 d 2d’
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Théoreme de Bezout

Théoréme 7 (identité de Bezout). Soit deux entiers a et b et d = PGCD(a; b).

1. Il existe deux entiers u et v tels que au + bv = d.

2. L’ensemble des combinaisons linéaires de a et b (c’est-a-dire les entiers de la forme
au + bv, u et v entiers) est I’ensemble des multiples de d.

Exemple

Le PGCD de 12 et 28 est 4. On a par exemple —2 X 12 + 28 = 4. La relation n’est pas
unique ; onaaussi 5 x 12 —2 X 28 = 4 ou encore =9 X 12 + 28 X 4 = 4.

Le théoréme précédent n’admet pas de réciproque. Par exemple ona 2 X 1+ 3 X 1 = 5 mais
5 n’est pas le PGCD de 2 et 3.

Démonstration.
Sia = b =0, le théoréeme est trivial avec le fait que PGCD(0; 0) = 0. Supposons a présent a
et b non tous nuls.
1. L’algorithme d’Euclide étendu pour k = n donne le résultat :
d =1, = au, + bv,.
Voici une seconde démonstration, « abstraite ».
Soit I’ensemble E = {ax + by ; (x;y) € Z? et ax + by > 1}.
E un sous-ensemble de N et il est non vide car |a| € E ou |b| € E. Il admet donc un plus
petit élément d > 1 pour un certain choix de u et v.
Si d ne divisait pas a, la division euclidienne de a par d donnerait
a=dg+ravecl <r<d
d’ou
r=a—dq=a—q(au+ bv) =a(l—-q)+ b(—qv),
ce qui impliquerait » € E. Cela contredirait le caractere minimal de d. Ainsi d divise a et
avec le méme argument on montre qu’il divise b. Il en résulte que d divise PGCD(a; b), en
particulier d < PGCD(a; b).
Par ailleurs PGCD(a; b) divise a et b, donc il divise au + bv = d, d’ou PGCD(a; b) < d.
Finalement d < PGCD(a; b) < d, ce qui montre que d = PGCD(a; b).

2. Soitn = au + bv avec u et v entiers. Comme d divise a et b, d divise au + bv = n, donc
n est un multiple de d.
Soit n un multiple de d. On peut écrire n = kd, avec k entier. Comme il existe u et v tels
que au + bv = d, on en déduit n = kd = (ku)a + (kv)b, ce qui montre que n est une
combinaison linéairede u et v. m

Pour déterminer une identit¢ de Bezout, on utilise les €galités obtenues dans 1’algorithme
d’Euclide.

Exemple
On a déterminé précédemment le PGCD de 374 et 297 par I’algorithme d’Euclide. Alors
11 = 77—-66X1 car77 =66 x 1+ 11
= 77—-(297—-77%x3)x1 car297 =77 X3 + 66
77 X 4 —297 x 1
(374 —297) x4 —297 x 1 car374 =297 x 1+ 77
= 374%x4—-297 x5
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S

Voici I’algorithme d’Euclide étendu qui prend deux entiers a et b et renvoie, dans cet ordre, le

PGCD de a et b et les coefficients u et v tels que au + bv = PGCD(a; b).

Les variables u, v,u,’, v',r et v’ jouent le rdle de uy, vy, Uk 41, Vis1, Tk €L 741 ON @ vu que
U =1,v=0,u; =0,v; =1, U1 = Ug—1 = Qret1Up € Vg1 = Vg1 — Q1%

ou g4 est le quotient de la division euclidienne de r,_; par .

On donne deux versions, I’une utilisant les n-uplets et 1’autre non.

(r,r") « (a,b) r—a;r <b
(u,v,u',v") « (1,0,0,1) Ul ve0;u «0;v <1
Tant que r’ # 0 faire Tant que r’ # 0 faire
q < quotient de r par r’ q < quotient de r par r’
(w,v,u",v") =W, v,u—qu,v—qv') c—u;dv,u«u ;vev
(r,r") « (r', reste de de r par r") ue—c—qu ;v «d—qv
Fin Tant que w « reste de r par r’
Renvoyer r, u, v rer r'ew
Fin Tant que
Renvoyer r, u, v

Entiers premiers entre eux

Définition. On dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux (ou étrangers) si leur
PCGD est égal a 1.

Exemple
Pour tout entier n, 2n — 1 et 3n — 2 sont premiers entre eux car un diviseur commun doit
diviser la combinaison linéaire
32n—-1)-23n—-2) =1.
Ce ne peut donc étre que —1 ou 1.

Théoréme 8. Soit a et b deux entiers naturels non tous nuls et d un entier naturel. Alors
d = PGCD(a; b) si et seulement sia = da' et b = db’ avec a’ et b’ premiers entre eux.

Démonstration. Si d = PGCD(a; b), il existe a’ et b’ entiers tels que a = da’ et b = db’.
Alors d = PGCD(a; b) = PGCD(da'; db") = d X PGCD(a’; b"), d’ou en simplifiant par d,
PGCD(a’; b') = 1.
Réciproquement, si a = da’ et b = db’ avec a’ et b’ premiers entre eux, alors

d =d X PGCD(a'; b") = PGCD(da'; db") = PGCD(a; b). m

Théoréme 9 (de Bezout). Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1.

Démonstration. Si PGCD(a; b) = 1, alors 1’égalité au + bv = 1 est une conséquence du
théoreme précédent.

Réciproquement, s’il existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1, le PGCD de a et b di-
vise a et b, donc également au + bv = 1. Ainsi PGCD(a;b) = 1. m

En complément, citons ce résultat d’unicité.
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Théoréme 10. Soit a et b deux entiers premiers entre eux et supérieurs ou égaux a 2. 1l existe
un unique couple (u;v) telqueau —bv =1lavec0<u < bet0 <v <a.

Démonstration. Existence d’une solution. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe un
couple (ug; vy) Vérifiant auy, — bv, = 1.
Effectuons la division euclidienne de u, par b : il existe u et q tel que uy = bq + u avec
0 <u < b. Supposons que u = 0. On aurait alors auy, — bvy = abq — bvy, =1, d’ou ’on
déduit b(aq — vy) = 1, ce qui contredit b = 2. Ainsi 0 < u < b. Alors
aug —vbhy =1 albqg+u) —bvy=1 au— (vy —aq)b =1,
ce qui montre, en posant v = v, — aq que le couple (u, v) vérifie au — bv = 1.
Il reste & montrer que v vérifie 0 < v < a.
e Supposons v = a. On aurait —bv < —ba, puis au — bv < au — ba, soit 1 < au — ba. Or
u < b,donc au < ab et au — ba < 0, ce qui entrainerait 1 < 0. Ainsi v < a.
e Supposons v < 0. Alors —bv = 0, donc au — bv = au, soit 1 > au. Ora > 2 etu > 1,
donc au > 2,d’ou 1 > 2, ce qui est absurde. Ainsi v > 0.

Unicité. Supposons qu’il existe deux couples (u, v) et (u', v") vérifiant
O<u<bO<v<aau—-bv=1et0O<u' <b,0<v' <a,au —bv' =1.
Alors au —bv =1 =au' — bv’, d’ou a(u —u') = b(v —v'). Ainsi b divise a(u —u') et
comme a et b sont premiers entre eux, b divise u — u', autrement dit u — u’ est un multiple
de b. Mais les inégalités 0 < u < b et 0 < u' < b implique —b < u —u’ < b, et le seul mul-
tiple de b a vérifier cette inégalité est 0, ce quidonneu —u’' = 0etu =u'.

Il vientalorsau — bv =1 =au — bv',d’ou-bv = —bv' etv =v’,
Cela montre que (u, v) = (u',v"), ce qui est I’unicité annoncée. m

Théoreme de Gauss

Théoréme 11 (de Gauss). Soit a, b, c des entiers.
Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. Si a est premier avec b, il existe d’apres le théoréme de Bezout deux entiers
u et v tels que au + bv = 1.

En multipliant par ¢ on a donc acu + bcv = c. Or a divise acu et bcv, par conséquent il di-
viseacu + bcv=c. =

Corollaire 1. Si un entier n est divisible par deux entiers a et b premier entre eux alors il est
divisible par ab.

Démonstration. Comme n est divisible par a et b, il existe deux entiers k et k' tels que
n = ka = k'b, ce qui montre que a divise k'b. Mais comme a et b sont premiers entre eux, le
théoreme de Gauss implique que a divise k', d’ou I’existence d’un entier q tel que k' = aq.
On en déduit n = qab, ce qui montre que ab divise n. m

Exemple

L’entier n(n? — 1) est le produit des trois entiers consécutifs n — 1, n et n + 1. Parmi ces
entiers, il en existe au moins divisible par 2 et au moins un divisible par 3. Comme 2 et 3
sont premiers entre eux, n(n? — 1) est divisible par leur produit, 6.
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Corollaire 2. Un entier p est premier avec les entiers a et b si et seulement si p est premier
avec ab.

Démonstration. Soit p un entier premier avec a et b. 1l existe des entiers u, v, u’, v’ tels que

pu+av=1etpu +bv' =1.
En faisant le produit de ces égalités, il vient

p(puu’ + buv' + au'v) + ab x vv' = 1.
Cela montre que p et ab sont premiers entre eux.
Réciproquement, si p est premier avec ab, il existe deux entiers u et v tels que
pu+abv = 1.

Cette égalité peut se lire pu + a X bv = 1, ce qui montre que p et a sont premiers entre eux
d’apres le théoreme de Bezout. [l en estde méme dep et bh. m

Qemgle

9 est premier avec 11 et avec 16, donc 9 est premier avec 11 X 16 = 176.

Corollaire 3. Soit a et b deux entiers premiers entre eux.
Alors pour tous entiers k et 2, les entiers a* et b’ sont premiers entre eux.

Démonstration. Montrons d’abord par récurrence que pour tout £ € N, a et b* sont premiers

entre eux.

e Pour ¥ =1, c’est ’hypothése du corollaire.

e Supposons la propriété vraie pour un entier £. D’aprés le corollaire 2 appliqué au triplet
(p,a,b) = (a, b, b*), il vient que a et b*** sont premiers entre eux.

Soit £ un entier fixé. D’aprés ce qu’on vient de montrer, a et b® sont premiers entre eux. Par
conséquent, la premiére partie de la démonstration s’applique au couple (b%; a) a la place de
(a; b) et montre que pour tout k € N, b* et a* sont premiers entre eux. m

Equation diophantienne ax + by = ¢

Exemple
Résolvons les équations suivantes, d’inconnues x et y entiéres.
1. 9x+ 15y =7 2. 7x—4y =1 3. 7x —4y =3

1. Comme 3 divise 9x + 15y mais pas 7, cette équation n’a pas de solution.

2. Résolvons I’équation 7x — 4y = 1. D’apres le théoréme de Bezout cette équation ad-
met des solutions car PGCD(7; 4) = 1.
Une identité de Bezout n’est pas bien difficile a trouver : 7 X 3 —4 x5 = 1.
L’équation peut donc s’écrire 7x — 4y = 7 X 3 — 4 X 5, ou encore

7(x —3) = 4(y — 5).

Soit (x; ¥) un couple de solutions. Comme 7 et 4 sont premiers entre eux, le théoréme
de Gauss montre que 7 divise y — 5, donc qu’il existe un entier k tel que y — 5 = 7k,
ou encore y =5+ 7k. On en déduit 7(x — 3) = 4 X 7k, soit x — 3 = 4k et finale-
ment x = 3 + 4k.
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Réciproquement les couples (3 + 4k; 5 + 7k) sont solutions car

7(3 + 4k) — 4(5 + 7k) = 21 + 28k — 20 — 28k = 1.
Finalement les solutions de cette équations sont les couples (3 + 4k;5 + 7k) avec k
entier. Par exemple (3;5), (7;12), (—1; —2).

3. Puisque 3 est un multiple de PGCD(7; 4) = 1, cette équation a des solutions. Une solu-
tion particuliere peut se construire a partir d’une solution particuli¢re de 1’équation 2 :
comme 7x3—4x5=1, en multipliant par 3 on a 7x9—4x 15 =3, ce qui
montre que (9; 15) est une solution particuliere. Une solution plus simple est (1; 1).
L’équation devient

Ix—4y=7—-47(x—-1) =4y —1).
Le raisonnement est ensuite identique. On conclut que les solutions sont les couples de
laforme (1 + 4k; 1 + 7k), k entier.

De fagon plus générale, on a le résultat suivant, que I’on n’appliquera pas le jour du bac !

Théoréme 12. Soit a, b, c trois entiers relatifs et soit (E) I’équation ax + by = c,
d’inconnues x et y, deux entiers relatifs. Posons d = PGCD(a; b).
e Si ¢ n’est pas un multiple de d, I’équation n’a pas de solution ;
e Si c est un multiple de d, I’équation admet pour solutions les couples d’entiers
(xo +Zk;y0 —%k) avec k € Z
ou (x,; vo) désigne une solution particuliére de (E).

Démonstration. D’aprés le théoréme 7 (identité de Bezout), les combinaisons linéaires de a
et b sont les multiples de d, par conséquent 1’équation n’a pas de solution si ¢ n’est pas un
multiple de d.
Supposons a présent que ¢ soit un multiple de d. D’aprés ce méme théoréme 7, 1’équation
ax + by = c admet une solution (x,; y,) qui Vvérifie donc ax, + by, = c.
Soit (x; y) une solution de I’équation. On a donc ax + by = ¢ = ax, + by,, d’ou
a(x —xo) =b(yo —y)

soit, en divisant a et b par leur PGCD d :

a'(x —xy,) =b'(yo—y),aveca’ = %et b' = Z.
Comme a' et b’ sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss montre que b’ divise x — x,
d’ou I’existence de k € Z tel que x — x, = kb, ce qui donne

x=x0+kb’=x0+k§.
Enfin, de 1’égalité a'(x — xy) = b'(yo — ), on déduit a’kb’ = b'(y, — y), puis en simpli-
fiant, a’k = y, — y et finalement y = y, — %k.
Réciproguement, si (xq; yo) est un couple de solution, alors (Xo +§k; Yo —%k) est un
couple de solution car
ab ab

b a
a(x0+ak)+b(y0—ak)=ax0+ P k + by, — 7 k=axy+by,=c. m

En pratique, comme a’ et b’ sont premiers entre eux, 1’algorithme d’Euclide permet de trou-
ver u et v tel que a'u+ b'v =1, d’ou a’(uc) + b'(vc) = ¢, ce qui donne comme couple
particulier (xy; y,) de solution (uc; vc).
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En complément, voici un théoréme la « taille » des couples de solutions.

Définition. Un couple de solutions (u;v,) de I’équation ax + by = ¢ sera dit minimal si
pour tout couple de solutions (u; v) on a |uy| + |ve| < |ul| + |v].

Théoreme 13. Soit a et b deux entiers naturels.
Le couple (u,; v,) fourni par I’algorithme d’Euclide étendu est I’unique solution minimale de
I’équation ax + by = d, ou d = PGCD(a; b).

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, les couples de solutions de 1’équation

ax + by = d sont ceux de la forme (un + %k; v, — %k), ou (uy, v,) est le couple fourni par

I’algorithme d’Euclide étendu.

On utilise I’inégalité |a + b| = ||a| - |b|| dont la démonstration est la suivante :

la + bl = |lal — |b|| © (a+ b)? = (la| — |b|)? & a? + 2ab + b? = |a|? — 2|a||b| + |b|?
< 2ab = —2|ab| & ab = —|ab|

et cette derniére inégalité est vraie (distinguer ab < 0 et ab = 0).

. o b : )
D’apres le théoreme 6, |u, | < - Si k estunentiernonnul,onal < |k| d’ou
b b b
—_<Z — |=
20un| <3 < 21kl = |3k,
. b . . - .y . s
et aussi |u,| < |Ek| car |u,| > 0. Cela impligue en utilisant ces deux inégalités

b
k|l >
|un+dk| >

b b
el = [2K]| = [2 k] = Tatal > 2latn] = il = ]

On montrerait de méme que |un — gk| > |v,|
d
Cela montre que la solution minimale est obtenu pour k =0 m
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