Théorémes de Bezout et de Gauss — Exercices

Déterminer sans calcul le PGCD des nombres suivants.
1. a=25x8eth=25x%x11

2. a=2*x3x5%eth =22x53

3. a=5x7>%x24eth=35x16

Calculer le PGCD de 308 et 448 puis de 3020 et 2880.

Quel est le PGCD :

a. de deux entiers consécutifs ?

b. de deux entiers pairs consécutifs ?

c. de deux entiers impairs consécutifs ?

On note d un diviseur des entiers non nuls a et b.

1. Démontrer que d divise 4a + 3b et 5a + 4b.

2. Reéciproquement, démontrer que tout diviseur de
4a + 3b et 5a + 4b divise a et b.

3. En déduire que (a;b) et (4a + 3b;5a + 4b) ont le
méme PGCD.

Pour tout entier naturel n, on pose a=4n+1 et

b=5n+3.

1. Emettre une conjecture sur leur PGCD a I’aide d’un
tableur.

2. Démontrer la conjecture.

A cCalculer, en fonction de n, le PGCD de
a. a=3n+5etbh=2n—-1;
b. a=5n+3etb=2n+2;
C. a=2n—1etb =9n+4.

Montrer que pour tout entier n, PGCD(n? + 2n;n + 3)
est égal a 3sin =0 [3] etalsinon.

A I’aide de I’algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD
des couples (279; 11222), (6157; 1645) et (747; 310).

@ Calculer, sans calculatrice, le PGCD de 2> —1 et
22%* — 1 a l’aide de I’algorithme d’Euclide.

Soits, = Y7_, k.

1. Donner une expression explicite de s,,.

2. Soit d,, = PGCD(sy,; S,4+1). Calculer d,, lorsque n = 2k
puis lorsque n = 2k + 1 (k entier naturel).

3. En déduire que pour n = 2, s, et s,,, ne sont jamais
premiers entre eux, puis que s, Sp+q et S,4, SONt pre-
miers entre eux dans leur ensemble.

Soit n un entier supérieur ou égal a 1
1. Déterminer le PGCD des nombres entiers n(n + 1) et
n—-1Dn+2).
On pourra, pour cela, former leur différence.
Qu’en conclure pour les nombres
— n(n2+1) eth = (n—l)z(n+2) )

2. Pour tout entier n = 2, on considére les nombres
b= (n—l)z(n+2) etc = (n-2)(n+3)

Déterminer le PGCD de b et c, suivant les valeurs du
reste de la division de n par 4.

| Théoréme de Bezout|

Montrer que pour tout entier n, n? + 2n et n + 1 sont
premiers entre eux.

Dire si les nombres suivants sont premiers entre eux.
1. a=2142etb = 3351
2. a=38eth =45

Soit m et n deux entiers naturels non nuls tels que
PGCD(m;n) = 7 et mn = 588.
1. Justifier I’existence de deux entiers m' et n' premiers
entre eux tels que m'n’ = 12.
2. Quelles sont les valeurs possibles de m' et n' ?
En déduire les valeurs possibles de m et n.

Déterminer les couples d’entiers naturels (a;b) tels
que
a+ b =296 et PGCD(a; b) = 37.

Appliquer 1’algorithme d’Euclide aux entiers suivants
puis trouver une relation de Bezout.

1. a=38eth=17;

2. a=48eta =15;

3. a=2706¢ethb =402.

Montrer que deux entiers a et b sont premiers entre
eux si et seulement si a? et b2 sont premiers entre eux.

[ Théoréme de Gauss, équation ax + by = c|

Soit n un entier. Montrer que si 7n est pair, alors n est
pair.

Déterminer les entiers m et n tels que
a. 33m=14n b. 63m =91n

Démontrer que pour tout entier naturel n, I’entier
n?(n? — 1) est divisible par 3, par 4 et par 12.

Vrai ou faux ? « Si n est un entier pair et m un entier
impair, alors PGCD(n: m) = PGCD (% m).

Trouver les entiers p et g dont le PGCD est 12 et le
rapport 2.

Voici un critére de divisibilité par 7 : « soustraire deux
fois le dernier chiffre au nombre sans le dernier chiffre. Si
ce nombre est divisible par 7, le nombre complet I'est éga-
lement ».
Par exemple 861 est divisible par 7 car 86 — 2 x 1 = 84,
puis 8 — 2 X 4 = 0, qui est bien divisible par 7.
Justifier ce critére en démontrant 1’équivalence suivante, ou
d et u sont des entiers

7|110d + u & 7|d — 2u.
On pourra remarquer que 21u = 7 X 3u...

Déterminer une solution particuliére de I’équation
24x — 13y = 1 (E,).

Déduire une solution particuliére des équations suivantes.

24x + 13y = 1 (E,) 24x + 13y = 4 (E3)

—24x 4+ 13y = 1 (E,) —24x — 13y = 2 (E5)
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On cherche les solutions entiéres de 1’équation
11x — 14y = 1.
1. Déterminer une solution (x,; vo).
2. Montrer qu’une solution (x; y) vérifie I’équation
11(x — x0) = 14y — ¥o)-
3. Résoudre cette équation.

Résoudre 1’équation 5x + 17y = 4 (x, y entiers).
Résoudre I’équation 9x = 7 [11], ol x est un entier.

(2011, métropole). On se propose de déterminer
I’ensemble S des entiers relatifs n vérifiant le systeme
{n =9 [17]
n=3[5]
1. Recherche d’un élément de S
On désigne par (u; v) un couple d’entiers relatifs tel que
17u+5v =1.
a. Justifier I’existence d’un tel couple (u; v)
b. Onposeny, =3 X 17u +9 X 5v.
Démontrer que n, appartienta S.
c. Donner un exemple d’entier n, appartenanta S.
2. Caractérisation des éléments de S
a. Soitn un entier relatif appartenant a S.
Démontrer que n —ny, = 0 [85].
b. En déduire qu’un entier relatif n appartient a S si et
seulement s’il existe un entier relatif k tel que
n = 43 + 85k.
3. Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons. Si elle fait des
tas de 17 jetons, il lui en reste 9. Si elle fait des tas de 5
jetons, il lui en reste 3. Combien a-t-elle de jetons ?

Voici un probléme trouvé dans un livre d’un mathéma-
ticien chinois du 3° siécle : « Combien I’armée de Han Xing
comporte-t-elle de soldats si, rangés par 3 colonnes, il reste
deux soldats, ranges par 5 colonnes il reste trois soldats et,
ranges par 7 colonnes, il reste deux soldats ? ».

Soit n le nombre de soldats de I’armée.

n=2 [3]
1. Justifier que n vérifie {n = 3 [5].
n=2[7]

n=2 [3]

n=3 [5]

a. Justifier qu’il existe deux entiers k et k' tels que
3k — 5k’ = 1 puis résoudre cette équation.

2. Soit n une solution du systeme {

b. En déduire que {Z ; g E} < n =8 [15].
n=2[3]

3. Démontrer que{n =3 [5] © n =23 [105].
n=2[7]

4. Déterminer le nombre de soldat de cette armée, sachant
qu’il est compris entre 7000 et 7100.

Montrer que pour tout entier naturel n, la fraction
ni2n+1)
n+1

est irréductible.

[ Problémes, sujets de baccalauréat ]

(ISBN 10). Le code ISBN (International Standard
Book Number, Numéro international normalisé du livre)
permet d'identifier chaque livre de maniére unique dans le
monde entier. 1l sert notamment de numéro de référence
dans les bases de données informatiques (bibliothéques,

éditeurs). Il est composé de dix chiffres répartis en quatre
groupes séparés par des tirets.

Exemples : ISBN 2-266-02612-7 ou ISBN 2-86623-490-1.
Le premier groupe correspond au pays de I'éditeur (2 pour
la France), le deuxiéme groupe est le numéro de I'éditeur, le
troisieme celui du livre, enfin le dernier chiffre est une clé
qui sert a vérifier qu’on n’a pas effectué¢ d'erreurs de saisie
en rentrant le code dans un ordinateur. Cette clé est calculée
de la maniére suivante.

A partir des neufs premiers chiffres a,, a,, ..., ag, a, (de
gauche a droite sans tenir compte des tirets), on calcule la
somme e = a, + 2a, + -+ + 8ag + 9a,. La clé est le reste
de la division euclidienne de S par 11. Si ce reste est 10, on
écrit alors le chiffre romain X.

Exemple : un livre américain est codé par les chiffres 0-19-
857505-? La somme S vaut dans ce cas 208. Comme
208 = 18 x 11 + 10, la clé est X. On obtient alors le code
0-19-857505-X.

1. Supposons qu’une erreur de saisie (et une seule) ait eu
lieu sur un chiffre, par exemple que le chiffre a; ait été
changéen a; (avec 1 <k < 9).

Soit e la somme correcte et e’ la somme obtenue sur ce
nouveau code mal saisi.
Montrer que e’ =e + k(a, —a,). En déduire que
Ierreur ne sera pas détectée si et seulement si

k(a;, —a,) =0 [11].
En remarquant que 11 est un nombre premier et que
-9 < a;, — a, <9, conclure.

2. Supposons que deux chiffres ait été interverti a la saisie,
par exemple ay et a;.

Montrer que e’ = e + (j — k)(ax — @;).
L’erreur sera-t-elle détectée ?

On note N, le rep-unit, c’est-a-dire I’entier s’écrivant
avec p fois le chiffre 1 :

N,= 11..1

—_ vk=p-14nk
= Y- 10%
p répétitions de 1
On souhaite montrer qu’il existe un rep-unit divisible par

2017.
1. Montrer que N, = 10P-1

2. On considere la division euclidienne par 2017 : expli-
quer pourquoi parmi les 2018 premiers rep-units, il en
existe deux, au moins, ayant le méme reste.

3. Soit N,, et N, deux rep-units admettant le méme reste
(p < q). Quel est le reste de la division euclidienne de
Ny — Ny, par 2017 ?

4. Démontrer I’égalité N, — N,, = N,_,107.

5. Conclure.

(2005, Polynésie). On considére la suite (u,,) d’entiers
naturels définie par
u, = 14 etu,,, = 5Su,, — 6 pour tout n € N.
1. Calculer uq, u,, us et u,.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffres de u,, ?
2. Montrer que, pour toutn € N, u,,,, = u, [4].
En déduire que pour tout k € N, u,, =2 [4] et que
Uprr = 0 [4].
3. a. Montrer par récurrence que, pour tout n € N,
2u, = 5"*% + 3.
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b. En déduire que, pour tout n € N, 2u,, = 28 [100].
4, Déterminer les deux derniers chiffres de 1’écriture dé-
cimale de u,, suivant les valeurs de n.
5. Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la
suite (u,,) est constant. Préciser sa valeur.

(2009, Liban). Le but de I’exercice est de montrer qu’il
existe un entier naturel n dont I’écriture décimale du cube
se termine par 2009, ¢’est-a-dire tel que

n3 = 2009 mod 10000.

Partie A

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 20092
par 16.

2. En déduire que 20098°°1 = 2009 mod 16.

Partie B
On considére la suite (u,) définie sur les entiers naturels
par u, = 20092 — 1 et, pour tout entier naturel n,
Unt1 = (un + 1)5 -1
1. a. Démontrer que u, est divisible par 5.
b. Démontrer, en utilisant la formule du bindéme de
Newton, que pour tout entier naturel n,
Uppr = Uplup + 53 + 2u2 + 2u, + 1]
c. Démontrer par récurrence que ,pour tout entier natu-
rel n, u,, est divisible par 5™*1,
2. a. Vérifier que u; = 20092%° — 1 puis en déduire que
20092°° = 1 mod 625.
b. Démontrer alors que 20098°°1 = 2009 mod 625.

Partie C
1. En utilisant le théoréme de Gauss et les résultats établis
dans les questions précédentes, montrer que
20098991 — 2009
est divisible par 10000.
2. Conclure, c’est-a-dire déterminer un entier naturel dont
I’écriture décimale du cube se termine par 2009.

(2001, Nouvelle-Calédonie).

Partie | — Soit x un nombre réel.

1. Montrer que x* + 4 = (x2 + 2)? — 4x2.

2. En déduire que x* + 4 peut s’écrire comme produit de
deux trindbmes a coefficients réels.

Partie Il — Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considere les entiers
A=n?-2n+2etB=n*+2n+2
et d leur PGCD.
1. Montrer que n* + 4 n’est pas premier.
2. Montrer que, tout diviseur de A qui divise n, divise 2.
3. Montrer que, tout diviseur commun de A et B, divise
4n.
4. Dans cette question on suppose que n est impair.
a. Montrer que A et B sont impairs. En déduire que d
est impair.
b. Montrer que d divise n.
c. En déduire que d divise 2, puis que A et B sont pre-
miers entre eux.
5. On suppose maintenant que n est pair.
a. Montrer que 4 ne divise pas n? — 2n + 2.
b. Montrer que d est de la forme d = 2p, ol p est im-
pair.
c. Montrer que p divise n. En déduire que d = 2. (On
pourra s’inspirer de la démonstration utilisée a la
question 4).

(2011, Antilles-Guyane).
1. On considére 1’équation (E) : 11x — 7y = 5,00 x ety
sont des entiers relatifs.

a. Justifier, qu’il existe un couple d’entiers relatifs
(u;v) tels que 11lu—7v =1. Trouver un tel
couple.

b. En déduire une solution particuliére de 1’équation
(E).

€. Résoudre I’équation (E).

d. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(0;1,7), on considére la droite D d’équation carté-
sienne 11x — 7y —5 = 0. On note C I’ensemble
des points M(x;y) du plan tels que 0 < x < 50 et
0 <y <50.

Déterminer le nombre de points de la droite D appar-
tenant a ’ensemble C et dont les coordonnées sont
des nombres entiers.

2. On considére 1’équation (F) : 11x? — 7y? =5, ol x et

y sont des entiers relatifs.

a. Démontrer que si le couple (x; y) est solution de (F),
alors x? = 2y? [5].

b. Soient x et y des entiers relatifs. Compléter les deux
tableaux suivants :

Modulo 5, x = ... 0 1 2 3 4
Modulo 5, x% = ...

Modulo 5,y = ...
Modulo 5, y?

c. En déduire que si le couple (x;y) est solution de
(F), alors x et y sont des multiples de 5.
3. Démontrer que si x et y sont des multiples de 5, alors le
couple (x;y) n’est pas solution de (F). Que peut-on en
déduire pour 1’équation (F) ?

(2016, centres étrangers). Le but de cet exercice est

d’étudier, sur un exemple, une méthode de chiffrement pu-

bliée en 1929 par le mathématicien et cryptologue Lester

Hill. Ce chiffrement repose sur la donnée d’une matrice 4,

connue uniquement de I’émetteur et du destinataire.

Dans tout ’exercice, on note A la matrice définie par
5 2

A= (7 7).

Partie A — Chiffrement de Hill

Voici les différentes étapes de chiffrement pour un mot

comportant un nombre pair de lettres :

Etape 1. On divise le mot en blocs de deux lettres consécu-

tives puis, pour chaque bloc, on effectue chacune des étapes

suivantes.

Etape 2. On associe aux deux lettres du bloc les deux en-

tiers x; et x, tous deux compris entre O et 25, qui corres-

pondent aux deux lettres dans le méme ordre, dans le ta-
bleau suivant :

A|/B|I|C|ID|E|JF|G|H]IT|J]K|]L|M
0|12 |3]|]4|5]6]7|8]|]9]10]11|12
N|O|P|IQ|R|[S|T|U|VIW|X|Y|Z
13|14115]16|17]18]19/20(21|22|23|24|25

. . X
Etape 3. On transforme la matrice X = (x;) en en la ma-

trice Y = @;) vérifiant Y = AX.
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, . T N
Etape 4. On transforme Y en la matrice R = (rz) ou ry est

le reste de la division euclidienne de y; par 26 et r, celui de
la division euclidienne de y, par 26.

Etape 5. On associe aux entiers r; et r, les deux lettres
correspondantes du tableau de 1’étape 2.

Le bloc chiffré est le bloc obtenu en juxtaposant ces deux
lettres.

Question : utiliser la méthode de chiffrement exposée pour
chiffrer le mot « HILL ».

Partie B — Quelques outils mathématiques nécessaires
au déchiffrement
1. Soit a un entier relatif premier avec 26.
Démontrer qu’il existe un entier relatif u tel que
uxa=1 [26]
2. On considere I’algorithme suivant :

Variables a, u et r sont des nombres (a est natu-
rel et premier avec 26)
Traitement | Lire a
u prend la valeur 0
r prend la valeur 0
Tantquer = 1
u prend la valeur u + 1
r prend la valeur du reste de la divi-
sion euclidienne de u X a par 26
Fin du Tant que

Sortie Afficher u

On entre la valeur a = 21 dans cet algorithme.
a. Reproduire sur la copie et compléter le tableau sui-
vant, jusqu’a I’arrét de I’algorithme.

u 0 1 2
r 0 21

b. Endéduire que 5 x 21 =1 [26].

3. Onnote I la matrice [ = ((1) 2)

a. Calculer la matrice 124 — A2.
b. En déduire la matrice B telle que BA = 211.
c. Démontrer que si AX =Y alors 21X = BY.

Partie C — Déchiffrement

On veut déchiffrer le mot VLUP.

On note X = (2) la matrice associée, selon le tableau de
correspondance, a un bloc de deux lettres avant chiffre-
ment, etY = (i;) la matrice définie par 1’égalité Y = AX.

Sir; et r, sont les restes respectifs de y, et y, dans la divi-
sion euclidienne par 26, le bloc de deux lettres apres chif-

frement est associé a la matrice R = (2)

21x, =7y, — 2y,

21x, = =7y, + 5y,

2. En utilisant la question B.2., établir que :
x; =91 + 161, [26]
{xz = 17r, + 251, [26]

1. Démontrer que {

3. Déchiffrer le mot VLUP, associé aux matrices (ﬁ) et

(i)

(2016, métropole). Le plan est muni d’un repére
;L)) ,

1. Exemple. Soit A, la droite d’équation y = %x -5

a. Montrer que si (x;y) est un couple d’entiers relatifs
alors ’entier 15x — 12y est divisible par 3.

b. Existe-il au moins un point de la droite A; dont les-
coordonnées sont deux entiers relatifs ? Justifier.

Généralisation — On considere désormais une droite A
d’équation (E) : y = ~x —§ oll m, n, p et q sont des en-
tiers relatifs non nuls tels que

pged(m, n) = pged(p, q) = 1.

Ainsi, les coefficients de 1I’équation (E) sont des fractions

irréductibles et on dit que A est une droite rationnelle.

Le but de I’exercice est de déterminer une condition néces-

saire et suffisante sur m, n, p et g pour qu’une droite ra-

tionnelle A comporte au moins un point dont les coordon-
nées sont deux entiers relatifs.

2. On suppose ici que la droite A comporte un point de
coordonnées (xy; y,) OU x, €t y, sont des entiers rela-
tifs.

a. En remarquant que le nombre ny, — mx, est un en-
tier relatif, démontrer que g divise le produit np.
b. En déduire que g divise n.

3. Réciproquement, on suppose que q divise n.

a. On pose n = qr, ou r est un entier relatif non nul.
Démontrer qu’on peut trouver deux entiers relatifs u
et v tels que gru — mv = 1.

b. En déduire qu’il existe un couple (xy; y,) d’entiers

relatifs tels que y, = %xo - S'

4. Soit A la droite d’équation y = %x—z. Cette droite

possede-t-elle un point dont les coordonnées sont des
entiers relatifs ? Justifier.
5. On donne I’algorithme suivant.

Variables M, N, P, Q : entiers relatifs non nuls,
tels que pgcd(M, N) = pgcd(P,Q) =1
X : entier naturel

Entrées Saisir les valeurs de M, N, P, Q

Traitement Si Q divise N alors
X prend la valeur 0

M P, .
Tant que ;X -0 est pas un entier

M P, . .
et —— — 5 n’est pas un entier faire

| X prend la valeur X + 1
Fin tant que

.M P .
Si — X — — est entier alors
N Q

‘ Afficher X, X x — 2
N Q

Sinon
‘ Afficher —x, — X x — 2
N Q
Fin Si
Sinon
Afficher « Pas de solutions »
Fin Si

a. Justifier que cet algorithme se termine pour toute en-
trée de M, N, P, Q, entiers relatifs non nuls tels que
pged(M, N) = pged(P,Q) = 1.

b. Que permet-il d’obtenir ?
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(Les inversibles modulo n).

Partie A — Inverse modulo n

Soit n > 2 un entier. On dit qu’un entier a est inversible

modulo n s’il existe un entier b tel que ab = 1 [n].

1. En utilisant le théoreme de Bezout, montrer que a est
inversible modulo n si et seulement si a et n sont pre-
miers entre eux.

On note U(n) I’ensemble des entiers compris entre 1 et n
inversibles modulo n.
2. Déterminer U(5) et U(9).
3. Soita € U(n) et b et ¢ deux entiers tels que
ab=1 [n]etac =1 [n].
Montrer que b — ¢ est un multiple de n et en déduire
que pour tout a € U(n), il existe un unique b € U(n)
telque ab =1 [n].
L’entier b est appelé inverse de a modulo n et sera no-
té a1,

Partie B — Théoréme d’Euler
Soit n = 2 un entier. On note ¢ (n) le nombre d’éléments
de U(n), autrement dit, le nombre d’entiers k premiers avec
n vérifiant 1 < k < n.
Nous allons montrer que pour tout a € U(n), ona

a®™ =1 [n].
1. Vérifier le théoréme d’Euler pour n = 5etn = 9.

Soit a € U(n) un entier fixé et k € N*. On note r;, le reste
dans la division euclidienne de ka par n et R, 1’ensemble
de ces restes, ¢’est-a-dire
Ry ={r;keUm}
2. Pourn =9, calculer R, et Rs. Que remarque-t-on ?
3. a. Montrer que R, c U(n).
b. Montrer que si k et £ sont deux entiers de U, alors
n=r=>k==~
c. En déduire que R, posséde autant d’élément que U,
puis que R, = U(n).
4. Soit P le produit des éléments de U(n) = R,, montrer
que
a®™p = p [n]
et en déduire le théoréme grace au théoréme de Gauss.

Partie C — Ordre modulo n
1. Soit a un entier k € N* tel que a* = 1 [n]. Montrer que
a € U(n).

Soit a € U(n). D’aprés le théoréme d’Euler ’ensemble
0(a) ={keN*;a* =1 [n]}

n’est pas vide car ¢(n) € 0(a).

Le plus petit entier p de O(a) s’appelle ordre de a modulo

n. Nous allons montrer que O(a) est I’ensemble des mul-

tiples de p. On en déduit en particulier que p divise ¢ (n).

2. Soit k un multiple de p. Montrer que k € 0(a).

3. Réciproquement, soit k € O(a). La division euclidienne
de k par p s’écrit k = pq + r avec 0 < r < p. Montrer
qu’alors a” = 1 [p] et conclure.

4. Donner I’ordre des éléments de U(5) et U(9).

(Suite de Fibonacci). Soit (F,) la suite définie par
Fpb=0F,=1etvn€N, F,,, = F,,, + F,.
1. Montrer que pour toutn € N*, on a
Foy1Fn-1 — F112 =(=D"
En déduire que F,,,, et F, sont premiers entre eux.
2. Montrer que pour toutm € N*etn € N,on a
Fm+n = Fan+1 + Fm—an-
On pourra montrer par une récurrence surm > 1:
«pourtoutn €N, Fpp, ., = F,Fpq + Fppq By ».
3. Montrer que pour toutn € N* et g € N, F, divise F,,.
4. Soit m et n deux entiers non nuls vérifiant m > n.
Montrer que PGCD(F,,; F,,) = PGCD(F,; F,) ou r est le
reste de la division euclidienne de m par n.
5. Montrer pour tous entiers m et n,
PGCD(Fy; Fo) = Fpaepmn)-
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