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1 Fonctions linéaires

Soit @ et ¥ deux vecteurs non colinéaires (et donc non nuls) du plan. Le couple (; ¥)
s’appelle une base du plan. On I'appellera B dans la suite.
Elle possede la propriété suivante : tout vecteur ¢ s’écrit de fagon unique sous la forme

— —
=2 + yty
N , - (T x , ,
ou x et y sont deux réels. On note alors t ( ) et < ) s’appellent les coordonnées (ou compo-
Y

1
santes) de 7. Bien str ¥ <0> et U <(1)>

Pour tout point O du plan, un couple (O; B) s’appelle un repere (affine) du plan d’origine
O et de base B. Dire que le point M a pour coordonnées (x;y) dans ce repere signifie que

O—ﬁ:m7+y7.

1 : b : . — (T
Considérons une matrice (CCL d) et f la fonction qui au vecteur t <
)

— i x ar +0b . e . .
f ( t ) de coordonnées A( ) = ( y) D’apres la linéarité de ’addition des matrices, pour
Y cr +dy

tous réels x, y, ', y et A :

Ay y) =) <Al e al) =24()
y+y y y Ay Yy

ﬁ

. . -
ce qui traduit, pour tous vecteurs t et ¢

) associe le vecteur

et tout réel A,
FT+T) =1 (@) +1(7) et 1 (0T) =01 (7).

On dit que f est une fonction linéaire, comme la dérivation l'est sur ’ensemble des fonctions
dérivables ((f +g) = f'+ ¢ et (\f) =Af').

1
Remarquons que f () est le vecteur de coordonnées (CCL Z) <0> = <a> et f () celui de
c

b
coordonnées < d>‘ On a donc

f(?) = (ax+by)7—|—(cx+dy)7:x(a7+07)+y<67+d?) =af (W) +yf (7).

Cela prouve que f est entierement déterminée par l'image des vecteurs de base U et U. Ce
n’est pas pour rien que ce sont eux qui figurent dans les colonnes de A.
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En particulier, si 'on est capable de trouver une base (e_f, e_g) de vecteurs tels que

f<€_>):)\1€_1>etf(€—2>):>\2 €2

A
pour deux réels A\; et A9, la matrice de f dans cette base sera ( 01 A\ )
2
Exemple. — Considérons la fonction f associée a matrice A = 3 <3 _ 5)
On la visualise mieux avec les points en fixant une origine O : au vecteur OM , [ associe

H x
OM' de coordonnées A< )
Yy

, =8
Par exemple, comme illustré sur la figure, au vecteur de coordonnées O M (4 correspond le

. o\ [4) [28-1 1
vecteur OM' de coordonnées 5 (; _g) (i) - (; _2> (2) B (12 - 13) N (20>.

2 Recherche de vecteurs propres

. N NIET - .
Cherchons si f possede des « vecteurs propres », c¢’est-a-dire des vecteurs ¢ non nuls coli-
néaires a leur image. S’ils existent, cela permettra de donner une forme plus simple a la fonction f.

— — —
Analyse. — Soit t un tel vecteur et \ tel que f ( t ) = At . Alors, en désignant par [ la

matrice identité,
— — x x x 0
= A =\ A=A = .
() =2te (y> <y> =l & (y> <O>
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Si la matrice A — A est inversible, on en déduit <§> = (A=)l )_1 (8) = <8>, ce qui est

contraire a ’hypothese ¢ # 0. Par conséquent A — AI est non inversible, ce qui implique que
son déterminant est nul. Or

1(7 -9 A0 1(7—=2\ -9
A‘”‘z(s —5)‘(0 >\>_2< 3 —5—2/\>
donc son déterminant est

1 1
52 (T=2X)(=5 - 2)) +18) = - (=35 — 14N+ 10A+ 4N +27) = A2 — A — 2.

C’est un trindme du second degré dont les racines sont 2 et —1. Il s’appelle polynome caractétis-
tique de f (ou de A).

Synthese. — S’il existe des vecteurs propres, les valeurs propres correspondantes ne peuvent
étre que 2 et —1.

x
Cherchons s’il existe un vecteur non nul ?( > tel que f (7) —97. On a
)

— - 1 (7 =9\ (z x 7 -9 4 —9y = =3z
f(t)—2t ®2<3 _5> (y) —2<y> & <3 _5> = <4y> @{ 32 = Oy & x = 3y.
(3 . .
Ainsi e 1 est un vecteur propre de f (on pourrait prendre n’importe quel autre vecteur non

nul colinéaire & ).
De méme

1= 3)0)--0) =6 5)-(G) {00y o

1
Ainsi e_2><1> est un vecteur propre de f.

Les vecteurs €7 et e sont visiblement non colinéaires, on peut donc considérer la base B’ =
(€1:¢3). Dans cette base, puisque f (e]) = 2e; et et f (e3) = —es, la fonction f est représentée
par la matrice diagonale

2 0
I
e (0 _1> |

—— 2
Exemple (suite). — Le vecteur OM de coordonnées 2) dans B’ est transformé en le vecteur

— , 2 0 2\ (4
OM’ de coordonnées <0 _1> (2> = (_2>.

3 Changement de base

I1 reste & voir le lien qu’il existe entre les matrices A et A’
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xl
/

Soit ? de coordonnées <
Yy

T
) dans B et de coordonnées <

y ) dans B’. Alors

7:x7+y7:x’e_f+y’e_2>.
Maise_1>:37+7ete_2>:7+7, donc
T = BT+ )4y (T +7) =G +y) T+ @ +y) 7.

=32 +y
:x’—i—y'

/
() =G =)
y Y 11
La matrice P s’appelle matrice de passage de la base B vers B'. Ses colonnes sont les coordon-

nées des vecteurs de la base B’ exprimée dans la base B. Elle est inversible puisque ces vecteurs
ne sont pas colinéaires.

. . , X ;.
Puisque B est une base, 'unicité des coordonnées donne { . On peut écrire

— 2
Exemple (suite). — Le vecteur OM a pour coordonnées ) dans B’ et ses coordonnées

e ()¢ ) ()

En multipliant par P~! 1’égalité précédente & gauche, on voit que réciproquement si ¢ a pour

/

x , x
dans B, ses coordonnées |

Y Yy

(-]

Ainsi P! est la matrice de passage de la base B vers B.

coordonnées ( ) dans B’ sont données par

Utilisons ce qui préceéde pour déterminer une autre expression de la matrice A" qui représente

/
f dans la base B'. Soit 7 de coordonnées (x/) dans la base B'. Alors
Y
/

— T
e ¢ apour coordonnées P| | dans la base B,
(Y

/
o f (7) a pour coordonnées AP (;/) dans la base B,
/

o f (?) a pour coordonnées P~ AP (x/) dans la base B'.
Y

/
Mais par ailleurs f ( t ) a aussi pour coordonnées A’ .| dans la base B'. Ainsi, pour tous réels
Y
x/
/

2 ety on a P_lAP<
Yy

x x’ 1
> =A ( /). En faisant < /> = (()), on voit que les premieres colonnes
Y Yy
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x! 0
des matrices P AP et A’ sont égales, puis en prenant ( ,> = <1>, les secondes colonnes. Ceci
Y

montre finalement que

A = P AP|

Cette égalité s’appelle la formule du changement de base.

[ mais elle
3 =5/’

1
La démonstration a été faite dans le cas particulier de la matrice A = 2 <

est vraie pour tout matrice A.

4 Application au calcul de puissance de matrices

Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit P une matrice inversible d’ordre n. Posons D =
P7YAP. 1l est immédiat par récurrence que 'on a D¥ = P~ A¥P pour tout entier naturel k. En
effet :

e la propriété est vraie pour k = 0 puisque P'A°P = P [, P=P'P=1=D";
e Si la propriété est vraie pour un entier k alors

Dkl — DkD = (P‘lAkP) (P—lAP) — P lAkpIpAP — PlARAP — PlARLD,

Il en résulte immédiatement que

A+ = pDFP,

Ce propriété sera intéressante si les puissances de D sont facilement calculables, notamment si D
est diagonale.

4.1 Cas des matrices diagonales

a1 0 e 0
. a9y ... 0 . . ;
Soit D=1 . o .| une matrice diagonale d’ordre n. Montrons par récurrence sur
0 0 ... apn
k > 0 que
at, 0 0
k

Dt — 0 ay 0
0 0 a*

nn
e Pour k = 0, c’est clair puisque a}, = 1 pour tout 0 >k > n et D° = I,,.
e Supposons la propriété vraie pour un entier k£ et notons dz(f) le terme de place (i, 7) de la

atrice D*. La propriété & démontrer peut s’écrire ¢ = { % 1= J
matri propri montrer peu rive d;; 0siit]

Vu que D*¥' = D x D* on a
1]

k+1 — k k
dz(j ) = Z aipd;j) = a“d( )
p=1

>



la seconde égalité résultant du fait que a;, = 0 si p # ¢. Maintenant il reste deux cas :

v’ soit i # j et alors d =0 par hypothese de récurrence, d’ou d(k+1 =0;

v’ soit ¢ = j et alors d( R = a;; X a a(kH).

4.2 Cas des matrices diagonalisables

Exemple (suite). — On a vu que D = P"'AP ou
1(7 -9 31 2 0
A_2<3 —5>’P_(1 1) etD_(o —1)'
(_11 _31> et D" = (20 (_01>n>7 on obtient
_ 11 —=1\(2" 0 31 1(3-2" = (-1 3(-1)"—-3-2"
n __ n 1 _ — — _
At=PDEP _2<—1 3)(0 (—1)”) (1 1) 2(2”—(—1)” 3= —2" )

5 Suites numériques « imbriquées »

Comme P~ =

N | —

5.1 Cas linéaire
Soit (uy) et (v,) deux suites définies par ug et vy et libes par des relations de récurrence
linéaires :
Upr1 = U, + buy,
Upt1 = ClUp + dyn

b U . ;o
En posant A = (Z d) et X, = ( "), ces relations peuvent s’écrire X,,,1 = AX,. On en
Up,

déduit alors X,, = A" X et 'expression de u,, et v, en fonction de n.

Exemple (suite). — Considérons les suites (uy,) et (v,) définies par
Up — 9Un
Uyl = ————
Ug n+1 9
{Uo_2 et Vn € N, U+1:3un—5vn
" 2

n n 1 - n N
En posant X, = Y ,ona X, 1 = Unel) _ 2 o) (v = AX,, dou
Up, Unt1 2 3 -5/ \ v,

o= LB G ) (- ()

Il en résulte



5.2 Cas affine

Considérons maintenant deux suites (u,,) et (v,,) définies par ug et vy et liées par des relations
de récurrence :

Upy1 = AUy + bu, +p
Upy1 = Cly, + dvn +4q

En posant A = (Z Z), B = (p) et X, = ( ), ces relations peuvent s’écrire
q Un

Xpi1 = AX, + B.

Supposons qu’il existe une matrice colonne C' telle que C = AC + B. En soustrayant cette
égalité a X,,,1 = AU, + B, on en déduit

Xn+1 - O - A(Un - C),
ce qui montre que la suite (X,, — C) est géométrique de raison A. On en déduit que X, — C =

A™(X, — C), ot
X, = A"(Xy - C) + C.

Exemple (suite). — Considérons les suites (u,) et (v,) définies par
" Tu, — 9v,, +5

o = 1 - S

{v0:—2 et Vn € N, 3Un—%vn+3

Up+1 = - 5

_ (un 15 funy) LT =9\ [un) 1[5\
En posant X,, = (%) et B = 2(3) ona X, = <Un+1> =3 <3 _5> <Un>+2 (3) = AX,+B.

Cherchons C' = <x> telle que C' = AC + B. Cela revient a résoudre
Y

20 = Tx — 9y +5 br =9 —5 0x =39y —5) —5(7y — 3) o y=20
2y = 3r — 5y + 3 3v =Ty —3 3v =Ty —3 x

-1
d’ou C = ( 0 ), puis

. 1 (3.2 — (=1)" 3(=1)"—3-2"\ [ 2 1
Xn =4 (XO_C)+C:2< " — (—1)"  3(=1)"—2" > (-2) +<0>
(32— (—1) = (3(=1)"—3-27) =1\ (327 —4(—1)" —1
B ( 2n — (=1)" = (3(=1)" —2m) ) - ( 2nHl —4(—1)n )

Il en résulte
U, = 3- 2" —4(=1)" -1
v, = 2" —4(—1)"

7
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6 Suites numériques récurrentes a deux pas
Soit (u,) une suite définie par wug, u; et une relation de récurrence du type

Upio = QUpy1 + by,

En posant X,, = ( tn ) et A= (2 2),011&

Un+41

Xy = Unt1) _ Up41 _ 0 1\ [uy _AX,,
Up 42 AU y1 + buy, a b)\v,
Par conséquent X,, = A" X,.

Exemple. — Sur une droite D munie d’un repere (O; ?), on considere la suite de point (A,)
ainsi définie :
e Ay est le point O
e A, est le point d’abscisse 1;

e A, .5 est le milieu du segment [A, A, 1] pour tout n € N.
uu+1+'un

On note u,, 'abscisse de A,,. Il est clair que ug = 0, u; = 1 et pour tout n € N a,,5 = 5

Un+41 o Un+41 _»1 2un—l—l __}7 0 2 Un,
Uny1 w 2 \Uyy1 + Up 2\1 1) \ups1)’

1 . 1
ce qui s’écrit X, 41 = iAX" en posant X, = < Y ) et A= (0 2). On en déduit X,, = Q—nA”XO.

On a donc

Nous devons donc calculer A". Pour cela, cherchons les éventuelles valeurs propres A de A.
Elles sont telles que le déterminant de la matrice

()69

AT =) =2=X - A-2=(\—-2)(A+1),

soit nul. Celui-ci vaut

les valeurs propres sont 2 et —1. Cherchons un vecteur propre pour 2 :
2 2 =
AT =2(") & 1= e 2y =20 S x =Y.
Y y Tty 2y Tty =2y

1
Ainsi ?1 = <1> est vecteur propre pour 2. Pour la valeur propre —1, il vient

10)=0) = () -C) 2T ven



—2
et e_2> = < 1 ) est vecteur propre pour —1.

1

! _12> et son inverse vaut P~' = = (

1

1 2

-1 1

3 ) On en déduit,

La matrice de passage est P = (

2
0

A" = PD"P~!. Par suite, pour tout n € N, en effectuant les produits de droite & gauche,

sogerrr = (07 (0 ) (D)
(D0 )00 ) -G

Soit finalement :

en posant D = ( _01>, I'égalité D = P7'AP, d'ot A = PDP™!, puis pour tout n € N,

1 n
Cela montre que pour tout n € N, u, = 5 (1 — (—2> ) Ici seule la premiere ligne sert, la
1 "
seconde peut servir a confirmer le calcul. Puisque —2‘ < 1, on sait que 1_131 (—2> =0, d’ou

2
lim wu, = 3" La suite de points (A,,) « converge » vers le point d’abscisse 3"

7 'Trigonalisation

On a vu que la diagonalisation passait par la recherche des racines d'un trinome du second
degré (le polyndéme caractéristique). Il se peut que ce trinéme n’ait qu’une seule racine et que
I’ensemble des vecteurs propres ne permette pas de construire une base du plan. Dans ce cas la
matrice ne peut pas étre diagonalisée, mais seulement « trigonalisée ».

— 1
Exemple. — Soit A = G) 11>. On a muni le plan d'une base B = (U, 7) avec 7(())

0 _ _
et U L) La matrice A décrit une fonction f. La matrice A — A\l vaut (3 ) A 1 _1 A) et son

déterminant est

B=N1-XN+1=X—4\+4=()\—-2)>~

La seule valeur propre est 2. Cherchons les vecteurs propres :
3r — 2 —y =2
Ax:2x<:>xy:x<:>3xy x<:>x:y.
Y Y Tty 2y Tty =2y
1 — . /
] est un vecteur propre pour A. En prenant e{ pour premier vecteur de la nouvelle B’,
(e

—f) — 1, la matrice A’ de f dans B’ s’écrira A’ = (

Ainsi e_1><

2 a
0 b

comme f ), ol a et b sont deux réels.
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& un vecteur arbitraire quelconque 24 qui ne lui est pas colinéaire de fagon a ce que

Adjoigons a
0
(e_f, e_2>) constitue une base B'. Prenons un vecteur simple, par exemple : @ =1 <1> Il reste a

trouver a et b. Par définition de e_f, onae =« + v. Grace a la matrice A, on a
fle)=f(V)=-ud+7.
et grace a la matrice A’,
f(e3)=ae; +bes =a(d + ) +b0 =ad + (a+b)7T.
Comme (7,7) est une base du plan, ces deux expressions de f (e_g) conduisent aux égalités

a=—-1leta+b=1,doub=2. Finalement, la matrice de f dans la base B’ est T' = (g _21>

10 . .
11 (on la nomme T plutoét que A’ pour la suite).
Les puissances d'une telle matrice 7" se calculent bien. Vous pourrez montrer par récurrence

no_ n—1 _
que T" = <2 n2 ) =1 (2 n) Il vient alors que pour tout n € N

avec comme matrice de passage P =

0 2" 0 2

w_ pmpet _on1 (L 0\ (2 —n\ (1 0\ __,.1(n+2 -—n
AT = PTIP =2 (1 1)(0 2)(—1 1)‘2 <n 2—n>'

Pour terminer, appliquons cela aux suites (u,) et (v,) définies par

{uozl etVnEN,{u”H:Su”_U”

Vg = -2 Up+1 = Up + vy,
La formule <un> = A" <u0> donne
Un, Vo
u, = 2" (3n +2)
vneN, { Up = 2"71(3n — 4)

8 Cas du polynome caractéristique a discriminant négatif

Considérons les suites (u,,) et (v,) définies par

=1 n = —Up — Unp
{uo et‘v’nEN,{UJrl tUn =0

v9 =20 Upi1 = DUy + 30,
En posant X,, = et A= ,ona X, = A" X,.
Up, 5 3
Le polynome caractéristique de A est
(=1=NB=N)+5=X\-2)\+2,
10



et ses racines sont 1 — 7 et 1+ 4. La matrice A n’admet donc pas de valeurs propres réelles, qu’a
cela ne tienne, continuons les calculs dans les complexes! Un vecteur propre t pour 1 —1
Yy

vérifie
() =avo(N e { s Gtdr o[y,

En multipliant I’équation (—2 — )z = y par —2 + ¢, on obtient 5x = (=2 + i)y, c’est-a-~dire la
seconde équation. Finalement

A(‘Zj) =1 +¢)<z> Sy=(-2—1)

—24+1
Cela montre que e_1>< 5 ) est un vecteur propre pour la valeur propre 1 + i.

2
5

On laisse le soin au lecteur de montrer que e_1>< ) est un vecteur propre pour la valeur

propre 1 —i. Ainsi A = PDP~! avec

247 —2—1 1447 0
P=(5 )= ()
Les nombres complexes 1+ ¢ et 1 — ¢ sont d’argument % et —%, On songe donc a les élever a

la puissance 4 :
(1+4)* = (20)" = —d et (1 —4)" = (—20)* = —4,

ce qui montre que D* = _04 _04 = —41 puis A* = PD*P™' = PP™! = I. On aurait pu
le constater sur I'expression de A, mais encore fallait-il avoir I'intuition! Le calcul des vecteurs
propres (et donc de P) était inutile puisque PP~" = I.

Cela montre que X, ;4 = A" = A"A*X, = —4A, X, = —4X,,. Les suites (u,) et (v,) vérifient
donc

Vn € Ny upig = —4uy, Vyig = —4v,.
On est en mesure d’exprimer X, en fonction de n. Soit n un entier que l'on écrit n = 4k + r
avec r € {0;1;2;3}.
Ak+r avk A7 kgr k (—4)*u,
Xp = Xapyr = AT Xy = (A)A" Xy = (—4)"A" Xy = (—4)" X, = (—4)tv, )

Par conséquent,

(—4)*ug si r=0 (—4)fvy si r=0

) (—d)Fuy sior = ) () i r=1
Un =N (—a)uy sior=2 T (), sio =2
(—4)*uz si r=3 (—4)*v; si r=3
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Si 'on préfere tout exprimer en fonction de wug et vg, il suffit de calculer uy, us et uz en fonction

des termines initiaux a laide de A% = <_4 _2> et A% = <_6 _2> :

10 4 10 2
(—4)*ug si =0 (—4)*vy si 7=0
w - —(—4)*(ug + ) si r=1 ot v — (—4)*(5ug + 3vg) si r=
") —2(=4)F(2up +wy) sior = ") 2(—4)k(5ug + 2v) sior =
—2(—4)"(3ug + 1) si r=3 2(—4)*(5ug +vo) si r=3
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