Intégration

Intégrale d’une fonction continue positive

Définition de ’intégrale

Définition. Dans un repére orthogonal (0;1,]) on appelle unité d’aire I’aire du rectangle de
cOtés [OI] et [O]].

Définition. Soit f une fonction continue positive sur [’intervalle
[a; b] et Cr sa courbe représentative dans un repere orthogonal

O;L).

Lintéegrale de f entre a et b est [’aire, en unité d’aire, du domaine

compris entre la courbe Cr, ['axe des abscisses et les droites
Iy . b

d’équations x = a et x = b. On note ce nombre [ " f (x) dx.

On dit que a est la borne inférieure de [’intégrale et b sa borne

supérieure.

Sur la figure ci-contre, on a coloré en noir le rectangle donnant
['unité d’aire et en gris [’aire sous la courbe.

Remarque.
1. La variable x peut-étre remplacée par n’importe quelle autre lettre dans I’écriture de

I’intégrale. Par exemple f: f(x) dx et f;f(t) dt désignent les mémes nombres.
2. Onvoitque [ f(x) dx =0et [ f(x) dx = [ f(x) dx + [ f(x) dxsia<b <c.

Exemple
Calculons folx dx. La fonction x + x est positive et continue sur [0; 1]. Le 1
: Cy
nombre folx dx est donc l’aire du triangle rectangle ci-contre. Donc /
1 1
Joxdx = 2 0 1
Exemple

A Paide de la calculatrice on va calculer f03 x?% dx. Apreés avoir rentré la fonction x - x?
dans I’éditeur d’équation, ouvrir 1’outil « calculs » en faisant trace|. Choisir ensuite
[ £ (x) dx, rentrer la borne inférieure (ici 0) puis la borne supérieure (ici 3) puis valider.
On lit alors f: x? dx = 9. La simplicité de ce résultat sera justifiée plus loin.

On peut aussi utiliser la commande fonctIntégr accessible par la touche puis la
commande n°9 de I’onglet MATH.

?}]!g{]g =g fonctInt&gr ™2,
sugleur W2 B350
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On peut aussi procéder grace a un logiciel de calcul formel, par exemple Xcas.
integrer(x"2,x,0,3)

9
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Fonction x ~ f;f(t) de

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et Cf
sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

Pour tout réel x de I’intervalle [a; b], I’intégrale de f entre a et x est
¢gale a I’aire sous la courbe de Cr sur I’intervalle [a; x]. On définit Cy
ainsi une fonction sur I’intervalle [a; b] par ¢: x f; f(t)dt.
On a notamment ¢(a) = 0.

a T )

Théoreme (admis). La fonction ¢ précédemment définie est dérivable sur [a; b] et a pour
dérivée f.

Théoreme. Soit F une fonction dérivable sur [a; b] et ayant pour dérivee f. Alors

[? f(x) dx = F(b) — F(a).

Démonstration. Soit F une fonction ayant pour dérivée f. La fonction F — ¢ a pour dérivée
F'—¢'=f—f =0, donc la fonction F — ¢ est constante. Il existe un réel k tel que pour
tout x € [a; b],ona F(x) — o(x) = k.

En particulier pour x = a, on obtient F(a) — ¢(a) =k, d’ou k = F(a) puisque ¢(a) = 0.
En faisant x = b, ona F(b) — ¢(b) = F(a) d'od [ f(£) dt = p(b) = F(b) — F(a). m

Notation. La différence F(b) — F(a) se note [F(x)]>.

gemgle

: . 3
Avec la calculatrice dans I’exemple précédent, nous avons vu que fo x?dx =09.
Retrouvons ce résultat par le calcul.

3
Si I’on pose f(x) = x2, on remarque que la fonction F(x) = x? a pour dérivée f. Ainsi

3 3 33 03
fyxtdx= [ f)dx=F(3)-F(0)=>-==9.
scrit plus simple : [*x2 dx =[] =2 - % =
On écrit plus simple : fO x“dx = [3]0 =55 9.

Primitives d’une fonction continue

Définition. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I
toute fonction F derivable sur I dont la dérivee est f. Ainsi F'(x) = f(x) pour tout x € I.

Exemple

La fonction F: x = x2 est une primitive de f:x — 2x car F'(x) = 2x.

La fonction G:x — 3x est une primitive de g:x —» 3 car G'(x) = 3. La fonction x —
3x + 5 est une autre primitive de g.

Théoréme. Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur I.
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Théoréme.
e Si F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle I, toutes les autres primitives
de f sur I sont définies par x — F(x) + k ou k est un réel quelconque.
e Etant donné x, € I et un réel y,, il existe une unique primitive F prenant la valeur y,
en x,, ¢’est-a-dire vérifiant F(x,) = y,.

gemgle

La fonction f:x ~— 2x admet pour primitive F:x ~ x? sur R. Les autres primitives de f
sont donc les fonctions x — x2 + k, par exemple x —» x? — 1, x » x% + 20, ...
Cherchons 1’unique primitive F valant 0 en 3. Il existe k € R tel que F(x) = x2 + k. Donc
F(3) =032+ k=0« k=—9. Laprimitive cherchée est x » x? — 9.

Par lecture inversée du tableau des dérivées, on obtient le tableau ci-dessous.

Fonction f Une primitive F Intervalle de validité
fx)=a F(x) = ax R
f(x) = x™, nentier naturel | F(x) = ﬁx”“ R
f) == F(x) = —= ] = 0; 0[U]0; +oo]
fo) =+ F(x) = Inx 10; +oo[
fx) =e”* F(x)=¢e* R
1
f@ =2 F() = 2x 10; oo
f) =u'(x)e ™ F(x) = e*® L& ou u est dérivable
Théoréme.
e SiF et G sont des primitives des fonctions f et g, alors F + G est une primitive de la
fonction f + g.
e Si F est une primitive d’une fonction f et si k est un réel, alors kF est une primitive
de la fonction kf.

Exemple
4
1. Soit la fonction f:x — x3 + 8x. Une primitive de x — x3 est x — x:. Une primitive
2 2
de x = x est x — x? donc une primitive de x — 8x est x - 8 x x? = 4x2. Finalement

4
une primitive de f est F: x + = + 4x?.

2. Certaines fonctions admettent des primitives qu’il est difficile
de déterminer. Un logiciel de calcul formel peut y aider. Par
exemple la copie d’écran ci-contre de Xcas en ligne nous
apprend qu’une primitive de f(x) =Inx est F(x) = xIlnx — x. La vérification est
immédiate en dérivant : F'(x) =1 XInx + x X i —1=Inx.

integrer(In(x),x)
xIn(x) — x
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Intégrale d’une fonction continue

Définition. Soit f une fonction continue sur un intervalle I (de signe quelconque) et soit a, b
deux réels de I. En désignant par F une primitive de f (qui existe d’aprés un théoréme du
paragraphe 2), on appelle intégrale de f entre a et b le réel F(b) — F(a) :

J2 f(x) dx = F(b) — F(a).

Exemple
Calculons f_12x3 dx. Une primitive de la fonction f définie sur R par f(x) = x> est
4 _9)4
F(x) = = Par conséquent [l x3dx =F(1) = F(-2) = % _{ j) - _1:5_
scri i D ddp = [B] 1ot s
On écrira plus simplement [~ x* dx = [4]_2 =.-—=-7

Remarques.

L’intégrale ne dépend de la primitive choisie. En effet on sait que si F est une primitive de f,

toute autre primitive G est de la forme F + k ou k est un réel. Par conséquent,
Gb)—G(a)=(F(b)+k)—(F(a)+ k) =F()—F(a).

Théoreme. Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a, b deux réels de I et
k un réel quelconque.

1. f;f(x) dx=0

2. f:f(x) dx = — fbaf(x) dx

3. [V kf(x)dx =k [, f(x) dx

) FG) + g0 dx = [ f(0) dx + [ g(x) dx

. fff(x) dx + [ f(x) dx = [ f(x) dx (relation de Chasles)

. Si f(x) = 0 pour tout x € [a; b], alors f;f(x) dx = 0.

. Si f(x) < g(x) pour tout x € [a; b], alors f:f(x) dx < f;g(x) dx

SN

~N O Ol

Démonstration. Soit F une primitive de f et G une primitive de g.
1. [ f(x) dx = F(a) — F(a) = 0.
2. [ f(x) dx = F(b) - F(a) = —(F(a) = F(b)) = [ f(x) dx.
3. Une primitive de kf est kF, donc
[ kf () dx = (kF)(b) — (kF)(a) = k(F(b) — F(@)) = k [, f(x) dx.
4. Une primitive de F + G est f + g, donc
f:f(x) +g(x)dx=(F+G6)(b) —(F+6)(a) =F()-F(a)+G(b)—G(a) =
f:f(x) dx + f: g(x) dx.
. f:f(x) dx + [, f(x) dx = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) — F(a) = [, f(x) dx.

. Ceci résulte de la définition de I’intégrale dans le cas ou f est positive.
. Onag(x)— f(x) = 0, donc d’aprés (6),

[y 9 = f(x) dx = 0,
puis d’aprés (4), f:g(x) dx — f;f(x) dx > 0, ou encore f: f(x)dx < f;g(x) dx. m

ol

~N O

Remarque. Si la fonction f est positive, la relation de Chasles provient de 1’additivité de
|’aire.
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| 4. Applications

+*  Valeur moyenne d’une fonction

“ Définition. Pour toute fonction f continue sur un intervalle [a; b] on appelle valeur moyenne

de £ sur [a; b] le réel défini par ﬁfff(x) dx.

Exemple
Lors d’une épidémie de grippe dans un lycée, le nombre de malades, t jours aprés
I’apparition des premiers cas est donn¢ par la fonction
f(t) = 6t% —t3.
Calculer le nombre moyen de malades par jour sur les 6 jours qu’a duré 1’épidémie.

501
Réponse. Le nombre moyen de malade est la valeur

moyenne de f, qui est égale a ﬁff(&z —t3) dt.

4 301
Une primitive de 6t% —t3 est 2t3 —%, donc la valeur /\
204

moyenne de f est % = 18. Cela signifie que si le nombre

de malade avait été constant durant il épidémie, il aurait été
de 18 par jours. o 1 2 3 4 5 6

401

X/
°

Calcul d’aire

Théoreme. Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] avec f(x) < g(x).
L’aire, exprimée en unité d’aire, de la surface comprise entre les courbes représentatives de f
et g et les droites d’équations x = a et x = b est égale a

29t - F(0) dx.

Exemple
Soit f(x) = %et g(x) = x2.
1. Montrer que pour x > 1,0na f(x) < g(x).

2. Calculer ’aire A comprise entre les courbes représentatives 4

de f et g et les droites d’équations x = 1 et x = 2.

3_
Réponse.
1. Pourx > 1,0onax? > 1et§s 1, par conséquentinZ. 27 -
2. Sur [1;2] ona f(x) < g(x), donc I’aire cherchée est égale a 44 A
— (%2 _1 i
A =[] (x x) dx. Par suite T
2 0 2 3

CA=[’;i—lnx]l=§—1n2—(§—1n1)=§—1n2z1,64.

Il est possible de confier ce calcul a un logiciel de calcul formel.

Fir] Fer [F3«] Fir | FE Far
Too15|AT3cbrajCale|Other |FramIOjcTcan Uk

integrer(x"2-1/x,x,1,2)
%, 1,2 —1In(2) +§

AN KAD ALTD FUNC 1750

-Iz[x2 - %]dx 743 - 1R(Z)

Avec la TI-89 Avec Xcas en ligne
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