Fonction exponentielle — Exercices

Variations

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la déri-

vée et en déduire les variations.

a. f(x) =expx+2x b. g(x) = —4expx

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x exp x.

1. Conjecturer les variations de f a I’aide de la calcula-
trice.

2. Montrer que f'(x) = (x + 1) exp x.

3. En déduire les variations de f.

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la déri-
vée et en déduire les variations.
a fix)=x+2)expx

C. f3(x) =x%expx

b. f,(x) =23 —x)e*
d. fi(x) = 3 —x?)e”

Soit f la fonction définie sur ] — oo; 0[U]0; +oo[ par

f(x) = Z2X Déterminer les variations de f.

x .

| Résolution d’équations et inéquations |

Résoudre les équations suivantes.
a. exp(4x) = exp(2x+4) b. exp(x—x?) =1
C.e*—e™*=0 d e*™ =1

A Montrer que I’équation exp(x) = 2 n’admet qu’une
seule solution sur R puis déterminer un encadrement a
1073 de la solution.

Résoudre les inéquations suivantes.
a. exp(2x +4) = expx b. exp(x?+2x) <1
c. e¥ <e? d. el < e

| Propriétés de calcul de exp]|

Ecrire sous la forme e* les expressions suivantes, ol k
est un entier relatif.

5 e 10 (32)3
a. ez x+e b. —xe C. —

[9] Simplifier les expressions suivantes.

1-x —1
x+2 3x e (e 1)
a. e**xe b. S C. —x

On souhaite résoudre e?* + e* = 2 (E).
1. Montrer que (E) équivaut a (X2 + X = 2 et X = e%).
2. Résoudre alors (E).

Soit f(x) = 3e%* — e* — 2.
1. Factoriser 3X% — X — 2.
2. Factoriser f(x) et en déduire son signe.

Fonction e*

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la déri-

vée et en déduire les variations.
3

a. f(x)=e"*

c. h(x) =e™* —x3

b. gix) = e*’

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la déri-
vée et en déduire les variations.
a fix)=x+2)e™

c. fa(x) = (2x + 3)e*”

b. f,(x) =x%*

d f,(x)=@B—-x%e™™
Soit f la fonction définie sur | — oo; 0[U]0; +oco[ par
fl) =@+ Z)e%.

1. Montrer que f'(x) = =

2. En déduire les variations de f.

x2-x-2 1
ex,

On considére la fonction f définie sur R par
fx)=x+1+xe™™.
Soit Cy sa courbe représentative.
1. a. Calculer f'(x) et montrer que f"'(x) = (x — 2)e™*.
b. Etudier le signe de f”, en déduire les variations de
f' puis que pour tout x, f'(x) > 0.
c. En déduire les variations de f.
2. a. Déterminer I’équation de tangente T a Cy au point
d’abscisse 2.
b. Montrer que T passe par le point de coordonnées

A(4;5).
Soit f la fonction définie sur ] — oo; 0[U]0; 4+oo[ par
f) =55

1. Montrer que la fonction f est impaire.
2. Calculer la dérivée de f et étudier les variations de f.

QCM, une seule réponse est exacte. 11 faut justifier.
On considére la fonction f définie sur R par

fx) =2x—1e™™ .

1. Ona...
2r(-)-3 0. () =-%
c.f(0) =1 df()=;

2. La courbe représentative de f est située au-dessous de
I’axe des abscisses sur...
aR b. jamais

c ] o [+
2 2
3. Ladérivée f' est donnée par f'(x) = ...

a. (—2x+3)e™ b.(2x —1)e™™*
c.(2x+1e™* d. —2e7*
4. Le maximum de f est...
2e
a b. 0,44
3 2
C. 2ez d. Ve

5. La tangente au point d’abscisse 0 a la courbe de f a
pour équation...

ay=2x-1 b.y=3x
cy=3x-1 dy=2x

6. L’équation f(x) = 0,1 admet sur I’intervalle [0; 4] ...
a. 0 solution b. 1 solution
¢. 2 solutions d. on ne peut pas savoir

7. Un encadrement a 1072 prés de la solution a de
I’équation f(x) = —2 est...
a.—0,27<a<-0,26 b. —0,26 < a < —0,27
c.—3695<a<-3694 d040<a<041

4

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x + —.

On a tracé ci-dessous la courbe C de f ainsi que les droites
d, et d, d’équations respectives y = x ety = x + 4.
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. Conjecturer les positions relatives de C avec d, et d,.
. a. Etudier le signe de f(x) — x.
b. En déduire la position relative de C et d;.

_A0X
3. a. Montrer que f(x) —x = ljzx.

b. En déduire la position relative de C et d,.
’ _ (ex_l)z

Montrer que f'(x) = EnE

a. Déterminer les variations de f.
b. Justifier que € admet une tangente horizontale.

N

&>

xe™*

Soit f définie sur R par f(x) = i

1. On pose g(x)=x3+x2+x—1. Montrer que
I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur R,
donner un encadrement a 10~3 prés de a puis le signe
de g.

2. Montrer que f(x) = —2%°~ et en déduire les varia-
' (x2+1)2
tions de f.

g2 )
3. Démontrer 1’égalité a? + 1 = 17“ pour en déduire que

,L
le maximum de f est f(a) = Oi_ea:
2,—-Xx
4. Montrer que la fonction h définie par A(x) = == sur
s e
[0; 1[ a pour dérivée h'(x) = x(xr2)e™ et est crois-

(1-x2)?
sante.
5. En déduire une valeur approchée a 1073 prés de f(a).

Soit (u,,) la suite définie par
Uy =2¢etu,,; =3—e"
On appelle f la fonction définie sur R par f(x) =3 —e™*.
1. Etudier les variations de f.
2. a. Démontrer que (u,,) est croissante.
b. Démontrer que la suite (u,,) est majorée par 3.
c. Que peut-on en déduire pour (u,) ?

Déterminer les limites en —co et +oo des fonctions

suivantes.

a. f(x)=—-2e* b. f(x) =1-¢"

c. fx)=e*+x d f(x)=e*+2x—-1
Soit la fonction f définie par f(x) = xxllex.

1. Quel est I’ensemble de définition Dy de f ?

2. Calculer les limites aux bornes de D;.

3. Etudier les variations de f.

Un

Déterminer les limites en —co et +oo des fonctions
suivantes.

a f(x)=e*—x b. f(x) =(x+ 1e*

c. f(x)=4xe™ d fx)=x—e™*

e ) =222 ff@) ==

e*+2

Calculer les limites suivantes en distinguant si néces-
saire les limites & droite et & gauche.

c. lim &(%)
x-0 X

Calculer les limites suivantes en distinguant si néces-
saire les limites a droite et a gauche.
er_Z b ezx_l er_l

a. lim . lim c. lim
x>0 X x->0 X x—0 e¥X—1

a. LiE}eXp (XZTJ b. lim

x—0 1—e*

Soit f la fonction définie sur ] — oo; 1[U]1; +oo[ par
f(x) =(x+5)exp (ﬁ)

Déterminer les limites de f en —oo, +oco0 et 1.
- 1
Démontrer que f'(x) = 7("(:2(1’;:1) P
Construire le tableau de variations de f.
Construire la courbe C de f dans un repére orthogonal.
Soit A la droite d’équation y = x + 6.

gL Nd

1

a. On pose h(x) =(x—1) [eﬁ — 1]. Démontrer en
utilisant une limite du cours que lier h(x) =1.
X—+00
1
b. Montrer que f(x) — (x + 6) = h(x) + 6ex-1 — 7.
Déterminer lir+n [f(x) — (x + 6)].
X—>+00

d. Qu’en déduit-on pour C et A ?

o

[ Problémes, sujet du baccalauréat |

(2014, Polynésie). Soient f et g les fonctions définies

sur R par f(x) =e*etg(x) = 2ez — 1.

On note C; et C, les courbes représentatives des fonctions f

et g dans un repére orthogonal.

1. Démontrer que les courbes C; et C, ont un point com-
mun d’abscisse 0 et qu’en ce point, elles ont la méme
tangente A dont on déterminera une équation.

2. Etude de la position relative de CgetA

Soit h définie sur R par h(x) = 2ez — x — 2.
a. Déterminer la limite de la fonction h en —co.
b. Justifier que, pour tout réel x,

X
ez 2
h(x) = x<?— 1—;).
En déduire la limite de la fonction h en +oco.
Calculer h'(x) et étudier son signe.

Dresser le tableau de variations de h sur R.
X
En déduire que, pour tout réel x, 2ez — 1 = x + 1.

Que peut-on en déduire quant a la position relative
de la courbe C, et de la droite A ?

3. Etude de la position relative des courbes CretCy

-® oo

x 2
a. Pour tout réel x, développer I’expression (eE - 1) .

b. Determiner la position relative de C; et Cj,.

(2015, centres étrangers). Soit a un nombre réel fixé
non nul. Le but de cet exercice est d’étudier la suite (u,)
définie par :
uy = aetpourtoutn € N, u,,; = e?4n — g¥n,
On remarquera que cette égalité peut aussi s’écrire :
Upyr = e¥n(etn —1).
1. Soit g la fonction définie pour tout réel x par
gx) =e? —e* —x.
a. Calculer g'(x) et prouver que, pour tout réel x
g'(x) =(e*—1)(2e* + 1).
b. Déterminer les variations de la fonction g et donner
la valeur de son minimum.
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c. En remarquant que u,.; —u, = g(u,), étudier le
sens de variation de la suite (u,,).
2. Dans cette question, on suppose que a < 0.
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier natu-
rel n, u, <0.
b. Déduire des questions précédentes que la suite (u,)
est convergente.
c. Dans le cas ou a vaut 0, donner la limite de la suite
).
3. Dans cette question, on suppose que a > 0.
La suite (u,) étant croissante, la question 1. permet
d’affirmer que, pour tout entier naturel n, u,, > a.
a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a :
Upyyp = Up = g(a)-
b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier natu-
reln,ona:u, =a+nxg(a).
c. Déterminer la limite de la suite (u,,).
4. Dans cette question, on prend a = 0,02.
L’algorithme suivant a pour but de déterminer le plus
petit entier n tel que u,, > M, ou M désigne un réel po-
sitif. Cet algorithme est incomplet.

u <« 0,02
n«0
Tant que ...

Fin Tant que
Renvoyer n

a. Sur la copie, recopier la partie « Traitement » en la
complétant.

b. A l’aide de la calculatrice, déterminer la valeur que
cet algorithme affichera si M = 60.

(Une suite convergeant vers e)
1. Montrer I’inégalité 1 + x < e* valable pour x € R.
2. En effectuant le changement de variable X = —x, en

déduire que e* < ﬁ pour tout X < 1.
3. En déduire que pour entiern = 1ona

1\ 1\nt+1
(1+3) <e<(1+2) .
. . P 1\"
4. Soit (u,) la suite définie par u,, = (1 + ;) .
a. Montrer que pourtoutn > 1,onal0<e—u, < %
b. En déduire la limite de (u,).

n=

)] (Ecriture de e sous forme de série). Pour tout entier

1, on considere la fonction f,, définie sur R par
fu@) = —e (14 E 441,

oul’onaposén! =1x2x. ><npourn> let0!=1.

1. a. Justifier que pour tout k > 1, on a_| (k 11).

b. Montrer que f, (x) = T pour n = 0.
c. En déduire que pour tout x € [0 1],o0na
0<f(x) < -

d. En déduire que f,,(0) < fn(l)
2. En utilisant les variations de la fonction g,, définie sur

[0; 1] par gn(x) = fo(x) — =, montrer que
3. Soit (v,) la suite définie par
=Sttt

1
n!

1
= ZZ:O o

a. Montrer a ’aide des questions 1 et 2 que sin > 1,
1
e(l—;)SvnSe.
b. Endéduireque 0 <e—v, < 2

n!
Déterminer la limite de (v,).
d. Justifier que v, est une valeur approchée a 10710
de e. Ecrire et programmer un algorithme permettant
de calculer v,,.

On considére la
fonction f, définie sur
I’ensemble R des réels
par fi(x) = (x +k)e™,
ou k est un réel fixé.

On note C, la courbe de

fi. dans un repere ortho- \

gonal.

1. Montrer que f, admet /
un maximumenx =1 — k.

2. On note M, le point de la courbe C; d’abscisse 1 — k.
Montrer que M, appartient a la courbe T' d’équation
y=e*.

3. Sur le graphique ci-dessus, le repére est orthogonal mais
I’unité sur 1’axe des abscisses et sur I’axe des ordonnées
ainsi que les noms des courbes n’apparaissent pas. Sur
ce graphique, on a tracé deux courbes :

e lacourberl;
e lacourbe C, pour un certain k.
a. lIdentifier les courbes.
b. En expliquant la démarche, déterminer k ainsi que
I’unité sur chaque axe.

134

On considére les courbes C, et C, d’équations respec-
tives y = e* et y = —x? — 1 dans un repeére orthogonal du
plan. Le but de cet exercice est de démontrer qu’il existe
une unique tangente commune a ces deux courbes.

1. On désigne par a et b deux réels quelconques, par A le
point de C, d’abscisse a et par B le point de C,
d’abscisse b.

a. Déterminer une équation de la tangente T, a la
courbe C; au point A, puis de la tangente Tp a la
courbe C, au point B.

b. En déduire que ces droites sont confondues si et seu-
lement si

{ e =-2b
e*—aqe*=p%—-1

¢. Montrer que ce systéme équivaut a

@=-2b
{ez“ +4ae*—4e*—4=0

2. Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = e** + 4xe* — 4e* — 4.

On va montrer que I’équation f(x) =0 admet une

unique solution.

a. Montrer que pour x <0, on a e?* —4<0 et
4e*(x — 1) < 0. En déduire que 1’équation n’a pas
de solution sur ] — oo; 0.

b. Etudier les variations de f sur [0; +oo].

€. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution a sur [0; 4+oo[ et donner un encadrement
d’amplitude 1072 de a.

3. On prend pour A le point d’abscisse a. Déterminer un
encadrement d’amplitude 10~ du réel b pour lequel les
droites T, et Ty sont confondues.
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