Nombres complexes (partie I1)

On se place dans un repére orthonormé (0;1,J) du plan, ou (0;%, %) si I’on pose OI = % et

0j = 1.

Nombres complexes de module 1

X/

Définition
Soit z un nombre complexe de module 1. Son image M est un A
point du cercle trigopnométrique et en désignant par 6 une me-
sure de I’angle orienté (i, OM), le point M a pour coordonnées __—
. . . . M
(cos 8 ;sin @), par consequent z = cos 6 + isin6. Cette ecri- gl ____
ture s’appelle forme trigonométrique de z et 8 est un argument |
de z, noté arg z. i
Inversement pour tout réel 6, le complexe cos6 +isiné a 0 o X
pour module 1 car w cosf |

|cos @ + isinf| = \/COSZH + sin?0 = 1.

Notation. Pour 6 € R, on pose e = cos 6 + i sin 0. Ainsi [e!®| = 1 etargel® = 0.

L’écriture z = e est appelée forme exponentielle de z.

Voici quelques exemples. Les formes exponentielles de i et —1 sont & connaitre.

Forme algébrique arg z Forme trigonométrique Forme exponentielle
1 0, 2m, —2m, ... cos0 +isin0 et0
j r_3r cos=+ isin= i
A 2, 5 9 e 2 2 e .2
-1 w, 3w, —T, ... cosmw+isinm el
V3 1 _smm (_5_”) i G (_5_” L
_?+5 PR cos S + isin S e %
Propriété fondamentale, justification de la notation exponentielle
Théoréme. Pour tous réels 8 et 6', on a e@ei®’ = i(6+6"),
Démonstration. On a 4
efei® = (cos@ + isinO)(cosO’ +isind") )
= cos 6 cos B’ —sinf sin O’ 040 e
+ i(cos@sinf’' +sinH cosb') o o'
puis d’apres les formules d’addition du cosinus et ¢
du sinus, 4 |

i Tl PR
efel® = cos(@ +6")+isin(6 +6").
Donc par définition de la notation exponentielle, ¢
on peut écrire e@el® = i 0+0")  analogue a
eXeY =e*tV m

yall
x et

Cela signifie que si I’on multiplie deux nombres complexes, leurs arguments s’ajoutent.
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Corollaire. Pour tous réels 9 et 8’

1 .
1 elf =e i

e _ i(6-6")
2. —~oT — e

e

3. ()" = e™® pour tout entier relatif n.
4, e = e~10

Démonstration.
1. On peut écrire d’aprés le théoréme efe~0 = ¢i(0=60) = ¢i0 = 1 ¢’on e% =ei0,
2. D’apres la propriété précédente,
:ii:' — i i el_le' _ if-i8" — ,i(6-6"),
3. On commence par démontrer la propriété par récurrence sur n = 0. Ensuite si n < 0, on
applique ce qui vient d’étre prouvé a p = —n > 0, car gréce a la propriété 1., on peut

écrire
(ele) = (elg) ele)p ip@ = e—in@ = elne'

4. e =¢cosf +1sm0 = cosf —isin@ = cos(—6) + i sin(—0) = e,

Applications

gemgle

LTt .TT
Soit les nombres complexes z; = e'3 et z, = e 's. Posons Z = z,z,.
D’une part

Z—es lZ—elz—cos—+Lsm—.

D’autre part
iz . i3
zl=ela=cos§+151n§— +l—
et
—i 4 ., . T V2 2
Z,=e 4=cos(—— +isin|—=)=——i—
4 4 2 2

Ce qui permet d’écrire
Z=-(1+3)(VZ-iv2) =1 (V2 - iVZ+ iV6 + V6) = ﬁ:ﬁ+ﬁ;ﬁi

VZ+V6 .. 62
et sin— = .
12 4

donc par identification cosl’T—2 =

Exemple
Pour tout réel 6 € R. Calculons de deux fagons (¢?)”,
e d’une part (e"e)2 = 2% = cos 260 + isin 26
e d’autre part (eig)2 = (cos @ + isinB)? = cos? O + 2icosOsin @ + (isinf)? =

cos? 6 —sin® 6 + 2i cos O sin 6.
Par identification cos 26 = cos? 6 — sin? 6 et sin 20 = 2 cos 6 sin 6.

En remplagant 6 par —@ dans la définition de e‘?, on a e=® = cos @ — i sin A. En ajoutant et
en retranchant cette égalité a e?® = cos 6 + i sin @, on obtient le théoréme suivant.
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Théoréme (formules d’Euler). Pour tout & € R, on a
e +e7% =2cos@ete® —e ¥ = 2isinh
ou encore

04 -6 e

cosfO = etsinf =

Exemple
Transformons I’expression cos? 8 sin 8 grace aux formules d’Euler :

i0 —i0\2 /,i0 _ ,—if 1
e +e > (e e )=§(62i9+2+e_zi9)(eia_e—ie)

20sing =
cos? 6 sin ( 5 5

_ l.(eye — el 4 210 — 20710 4 g=if _ p3i6)
; 1
= a(ew — e300 4 olf —e7i0) = g; (2isin30 + 2isin 6)

1
=2 (sin 36 + sin 9).

Exemple (difficile)
Voici une méthode permettant de calculer la valeur exacte de cos 2?”

271
Posons a = e's . Remarquons que : N
3 & i(6—n - 271') —it 125 2 )
e (g’ =e 5 —e \s =e 5=(e 5) = 2 o2
.81 (8T _.2n o2
° a4:els :el(s 2”):315 = 5 1
21y D .
° a5=(els) = 2™ =1
e a®=a’Xa=1xa=a
e d’=a’xa’=1xa?=a? T
ot =a

e 1+a+a?+a’+a* estlasomme5 de termes
consécutifs de la suite de la suite géométrique de raison « et de premier terme 1,

_ 5
par conséquent cette somme vaut% =0, etdonc a + a? + a3 + a* = —1.
PosonsA=a+a*etB=a*’+a3. Onad+B=a+a’+a3+a*=—1et
AB=(a+at)(@*+a®)=a’+a*+a®+a’=a’+a*+a+a?=-1.

Soit Z une variable complexe. On peut écrire en développant :
(Z-A)(Z-B)=Z2>°-(A+B)Z+AB=27?>+7-1.

Pour Z = A ou Z = B, I’expression (Z — A)(Z — B) est nulle, ce qui prouve que A et B

"1;‘E <0et _tﬁ > 0.

sont racines de I’équation Z2 + Z — 1 = 0. Ces racines sont

MaisA=a+a4=a+&=2Re(a)=2cosz?"etB=a2+?=2Re(a2)=2cos4?"

2 4 o : ,
et comme 0 < ?” < g < ?” < m, la décroissance du cosinus sur [0; z] montre que ’on a

cos%ﬂ <0< cos 2?” d’ou B <0< A. Ceci permet de conclure que A= el et
B = _1_\@, d’ou finalement les valeurs remarquables suivantes :
2r \5-1 am  —1-5
coOs— =——etcos— = .
5 4 5 4
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Forme trigonométrigque et exponentielle

zZ

Soit z un nombre complexe non nul. Le nombre complexe z" = = a pour module 1, par con-

|z|
séquent il existe 6 tel que z’' = e, d’ou z = |z|e®®, ou encore z = |z|(cos O + i sin B).

Théoreme-définition. Soit z un nombre complexe non nul. Il existe A
deux réels r > 0 et 0 tel que )
z=r(cos@ +isinh) =re',

__________ M(2)
De plus :
e restuniqueetr = |z|;
e 0 est unique a 2km prés, ¢’est-a-dire que si 0 est 1’un des réels véri- .
fiant la condition du théoréme, alors pour tout autre réel 8" vérifiant
cette condition, il existe un entier relatif k tel que 8’ = 6 + 2km. O
Un tel réel 0 est appelé argument de z et est noté arg(z). Si M est
le point d’affixe z, on a argz = (%, OM) + 2km ol k est un entier relatif.
On dit que |z|(cos @ + i sin @) est la forme trigonométrique de z et |z|e’® est sa forme expo-
nentielle.

Démonstration.
L’existence a été prouvée ci-dessus.

Démontrons 1’unicité en supposant qu’il existe r et r’ deux bA _______________ M
réels strictement positifs et 0 et 8’ deux réels tels que
z=r(cos@ +isinf) =r'(cosf’ +isinfh"). ] M

En identifiant parties reelle et imaginaires, on obtient le sys-  gipg|-------3
teme
rcos@ =r'cos8’
. IR B ! (*) 9
. . \rsinf =71'sin6 . 0
Elevons ces égalités au carré et ajoutons-les membre a membre, cosH/ a
on obtient :

g
-

72(cos? @ + sin? 0) = r'?(cos? 8’ + sin? 9").

Comme pour tout réel x, cos? x + sin? x = 1, on en déduit 2 = r'2 puis r = ' car ces deux
réels sont positifs. Ceci prouve ’unicité de r. De la partie « existence », on déduit donc que
r = |z|.
Par suite puisque r # 0, le systéme (*) donne

{cos 6 = cos @’

sin @ = sin @’

ce qui prouve que 8 = 8’ + 2km pour un entier relatif k. =

Pour déterminer la forme trigonométrique d’un nombre complexe, il suffit donc de 1’écrire
sous la forme z = r(cos 8 + isin ) avecr > 0. Alors |z| = retargz = 6.

Exemple

e La forme trigonométrique de 5 est 5(cos 0 + i sin 0), sa forme exponentielle est 5e°.

e La forme trigonométrique de —2 est 2(cosm + i sinm) et sa forme exponentielle est
2e'",

e Soitz = -3 (cosg — isin g) La forme trigonométrique de z est

3(— cos§+ ising) = 3(cos (Tl’—g) + isin (n—g)) = 3(cos67n+isin67”)
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6 . o
doncargz = 7” Sa forme exponentielle est e'7 .

La bonne connaissance de la forme exponentielle permet de s’affranchir des formules
de trigonométrie. Ici

.6TT

T . . T ? i —iZ i(n ) —
—3(c05;—tsm;)=—3€7=e X3Xe 7=3e 7] =e" 7.

. . s . b
Soit z = a + ib un nombre complexe sous forme algébrique. On a alors z = |z| (% + lm)

donc par identification cos 6 = |CZI_| et sinf = I%I' On détermine ensuite 8 a 1’aide des valeurs

remarquables de sinus ou cosinus, ou bien a I’aide d’une calculatrice.

Exemple
e Déterminons la forme trigonométrique de z = 1 — i. On a |z| = v/2, donc
. 1 1.
1-i=V2(5-5i)
Par suite cos 6 = % et sinf = —iz, ainsi 6 = —% et finalement la forme trigonomé-

T

trique de 1 + i est V2 (cos (— %) +isin (— Z)) sa forme exponentielle est v2e .

On peut alors facilement calculer des puissances, par exemple
10 _ 107 _i37 i
1+ =210=+2 "2 =2%""2 =32¢7'2 = —32i.
e Deéterminons la forme trigonométrique de z = 3 — 2i.
— 321 (—)2 = —V13(2 -2 A
Onalz| =432+ (—2)? =+13,donc z = V13 (\/E ml), un argument 6 de z vé
rifie les égalités

3 : 2
cosf =—etsinf = ——.
13

Vi3 Vi3
La calculatrice renvoie arccos\/% ~ 33,7°, d’ou I’on déduit que 8 = +33,7°. Mais
ing = — > ~ — 0
comme sin @ = 7= < 0, on conclut que arg(z) =~ —33,7°.

Remarque. Pour tout nombre complexe non nul z, on a
e zest un réel positif si et seulement siargz = 0 ;
e zest un réel négatif si et seulement si argz = .

Propriétés des arguments

Des propriétés des complexes de module 1, on déduit les résultats suivants sur les arguments
et on redémontre en méme temps les propriétés des modules.

Théoreme. Pour tous nombres complexes non nuls z et z',
1. argzz =argz+argz

2. Pour tout entier relatif n, on a arg(z") = nargz

3. argi = argz — argz' (en particulier argi = —argz)
4. argz = —argz

5. arg(—z)=mn+argz
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Démonstration.
2. . ; Y
Ecrivons z et z’ sous forme exponentielle : z = |z|e'? et z’ = |z'|e® .
1. Laforme exponentielle de zz' est
. Y . !
zz' = |z||2'|e?e®’ = |z||z'| €i(6+0"),
=0
On constate donc que le module de zz' est |z||z'| et qu’un argument de zz' est
0+60 =argz+argz.
. n . n . . N , .
2. Onaz"= (|z|elg) = |z|”(e“9) = |z|" e d’ou ’on déduit que |z"| = |z|™ et
=0
arg(z") = nf = nargz.
3. La forme exponentielle de ; est
i6 ,
2zl _ el en _ 12l hi(6-0")
Z’ |ZI|619 |Z’| 619 |Z’|
I

ce qui montre que |§| = % etarg—; =60 —0' = argz —argz'

i0

4. D’aprés les propriétés du conjugué z = |z| X e = |z|e™¥
Nad

€ER

, par conséquent |z| = |z|

etargz = —0 = —argz
5. On peut écrire —z = —|z|e'® = e™|z|e!® = |z|e!®*™ donc
arg(—z)=m+60 =m+argz. m

Retour sur la géométrie

Exemple
Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — 2i| = 3.

Réponse. Soit A le point d’affixe 2i. Alors |z —2i| =3 & |z—2z4]| =3 © AM = 3,
donc I’ensemble cherché est le cercle de centre A et de rayon 3.

On proceder algébriquement : en appelant x + iy la forme algébrique de z, on a
lz=2i|=3e|x+(y-2il?=9o x>+ (y—2)2=09,
Ce qui montre que 1’ensemble est le cercle de centre A(0; 2) et de rayon +/9 = 3.

On se place dans un repére orthonormé du plan (O; @, ¥). On rappelle qu’on désigne par zz
I’affixe d’un vecteur u et z, I’affixe d’un point A.

Théoréme.
1. Pour tous points distincts A et B, on a |z — z,| = AB et arg(zz — z,) = (4, AB).
2. Pour tous points A, B, C, D avec A # BetC # D,ona

zp—Zc| _ 2 Zp=Zc\ _ (2D 71

2oc| = 2 etarg (2=2%) = (4B, CD).

ZB—ZA B

Démonstration. Soit M le point tel que OM = AB. Alors M a pour affixe zz — z,. Comme

OM = AB et (4, O—M) = (ﬁ’,ﬁ) onalz, —zg| = AB etarg(zz — z,) = (4, E)
zp—zc| _ |zp—Z¢|l _ CD Zp—Zc\ _ _ _ _ _
o 2s — 1Zp—Zal — 4B et arg (ZB_ZA) = arg(zp — z¢) —arg(zg — z4) =

(#,CD) — (@, 4B) = (1., CD) + (4B,%) = (4B,CD). m

Il est alors clair que
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Exemple
On considere les points A, B, C d’affixe respective
Zg=—1+2i,zg=3+ietz; =2-3i.

Zc—Z —-1-4i . Zc—7Z s N CB . .
On a =25 = L=, donc |u =1, d’ou |E| =1, soit AB = BC, et aussi

Zp—ZpB —4+1 Zpa—ZB

arg (ﬁ) = argi = =. Ainsi ABC est isocéle rectangle en B.
Zp—Zp 2

Rappels sur les ensembles de points

1. Etant donné un point A et un réel r > 0, ’ensemble des points M tels que MA = r est le
cercle de centre A et de rayon r.
2. Etant donneé deux points distincts A et B, ’ensemble des points M tels que MA = MB et la
médiatrice du segment [AB].
3. Etant donné deux points distincts A et B, I’ensemble des points M tels que
o (MA;MB) = 0[] est la droite (AB) privé de A et B ;
o (MA; MB) = n [2r] est le segment [AB] privé de A et B ;
o (MA4;MB) = % [r] est le cercle de diamétre [AB] privé de A et B.

Exemple
z—3+21

Pour z # i, posons z' = ———. Déterminons I’ensemble

e T des points d’affixe z tels que z' soit réel ;
e T, des points d’affixe z tels que z’ soit imaginaire pur.

de z, avec (x,y) # (0,1) puisque z # i. Aprés quelques
calculs pénibles on trouve que la forme algébrique de z’ est -
;X% +y?-3x+y-2 | 3(x+y-1) .

z = + L. -3
x2+(y—-1)? x2+(y—1)?

Méthode algébrique. Soit z = x + iy la forme algébrique -2 -1(\
.
2

On en déduit que

e 7' est réel si et seulement si x+y—1=0 et (x,y) # (0,1). L’ensemble I; est
donc la droite d’équation y = 1 — x privée du point B de coordonnées (0; 1)

e z' est un imaginaire pur si et seulement si x> + y2 —3x+y—2=0c¢tet (x,y)
(0,1), ou encore si et seulement si

2 2
(x=3) +(y+3) =ZetGxy) = (O1).

L’ensemble T, est donc le cercle de centre Q (% — %) de rayon % privé de B.

Z—ZAp

Méthode géométrique. Soit A d’affixe 3 — 2i et B d’affixei. Onaz' =

, Si bien que
z—Zp

pour z # z, et z # zg, onaargz’ = (MB,MA). Par suite :

o Pour z # z, et z # zp, z'est réel si et seulement si (MB, MA) = 0 [r], c’est-a-dire
si et seulement si M appartient a la droite (AB) privée de A et B. Par ailleurs il est
clair que A € T car z; = 0 est réel. Finalement T; est la droite (AB) privée de B.

o Pour z # 7, et z # z, z'est imaginaire pur si et seulement si (MB, MA) = g [7],
c¢’est-a-dire si et seulement si M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A et
B. Par ailleurs il est clair que A € T, car z; = 0 est un imaginaire pur. Finalement
I, est le cercle de diamétre [AB] privé de B.

Il est facile de verifier que les ensembles trouves sont bien les mémes.
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