Limites de fonctions et continuité

Limite en I’infini d’une fonction et asymptote horizontale

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a; +oo[ et L un réel.

Définition.
1. Si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs f(x) dés que x est assez
grand, on dit que la fonction f admet L pour limite en 40 , on note lir+n f(x) = L.
X—>+00

2. Si tout intervalle de la forme ]A; +oo[ contient toutes les valeurs f(x) dés que x est as-
sez grand, on dit que la fonction f admet +oo pour limite en 400, on note xEwa(x) =
+ o0

3. Si tout intervalle de la forme ] — oo; A[ contient toutes les valeurs f(x) des que x est
assez grand, on dit que la fonction f admet —oo pour limite en 400 et on note
Jim £ =~

Interprétation graphique. Lorsque lirp f(x) =L, la courbe représentant f devient aussi
X—+ 00
proche que 1’on veut de la droite d’équation y = L lorsque x est assez grand.

Si x est assez grand,
les valeurs de f(x)
sont aussi grandes
que I’on veut, on a

lim f(x) = +oo.
xX—+00

Si x est assez grand, toutes les valeurs de f(x)
sont aussi proches de L que ’on veut, on a
donc lirp f(x) =L.

X—+0co

v

Définition. Lorsque lir_El f(x) =L (resp. lim f(x) =L), on dit que la droite d’équation
X—+00 X—>—00

y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction f en +oo (resp.
_oo)_

On définit de méme les limites en —co en remplagant « dés que x est assez grand » par « deés
que x est négatif et assez grand en valeur absolue ». Ainsi par exemple, on a la définition sui-
vante.

Définition. Si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs f(x) dés que x est
négatif et assez grand en valeur absolue, on dit que la fonction f admet L pour limite en —oo
etonnote lim f(x) = L.

X—>—00

Exemple
|Montrons que 1ir11 §=0. Prenons un intervalle petit centré en 0, par exemple
X—+ 00
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]—0,1; 0,1[. On remarque si x € ]10; +oo, alorsi € ]-0,1;0,1].
Plus généralement, si on prend n’importe quel intervalle contenant 0, de la forme | — ¢; €[
ou ¢ est un reel strictement positif, alors x € E +oo[ = % € |—¢; €[, ce qui par définition

traduit le fait que lim 2=0.

X—+oo X

Exemple (& connaitre)

. 1 . 1 . 1 . 1 . 1 N .
lim == lim —= lim —=0¢et lim == lim — =0, ou n est un nombre entier
x>+ X x—>+oo\/§ X—+o00 X X—>—o00 X X—>—00 xn

strictement positif.
. . . 1 1
L’axe des abscisses est asymptote horizontale aux courbes des fonctions x = — X = —en

o0 et —oo et en 4oo & la fonction x ~ —.
Vx

Exemple

Soit f une fonction dont le tableau de
variation est donné ci-contre.

. —_ 5 2
On y apprend que lim f(x) =5 et | oriations de f \ /
-1

lier f(x) =2 et donc que la droite
X—+co

d’équation y = 5 est asymptote a la courbe de f en —oo et y = 2 est asymptote a la
courbe en +oo.

X —o0 3 40

Limite en un réel d’une fonction et asymptote verticale

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja — r;a] ou [a; a + r[, avec r un
réel strictement positif.

Définition.
1. Si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs f(x) dés que x est assez
proche de a, on dit que la fonction f admet L pour limite en a et on note
lim f(x) = L.
X—a
2. Sitout intervalle de la forme ]A4; +oo[ contient toutes les valeurs f(x) dés que x est as-
sez proche de a, on dit que la fonction f admet +oo pour limite en a et on note
lim f(x) = +oo.
X—a
3. Si tout intervalle de la forme ] — oo; A[ contient toutes les valeurs f(x) des que x est
assez proche a, on dit que la fonction f admet —oo pour limite en a et on note

lim f(x) = —oo.

En pratique on est souvent amené a étudier separément les limites de f pour x < a et pour
x > a. On parle alors de « limite a gauche en a » et de « limite & droite en a ». On note res-
pectivement lim f(x) et lim f(x), ou limf(x) et limf (x).

xX—>a xX—a

x<a x>a
Exemple
| Montrons que chlg%i = +o00. Soit A un reel positif. Pour x > 0, on ai >SAex< % Donc
x>0
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. 1 1 . .1
Six € ]0; —[, ona-> A, ce qui prouve que lim = = +oo.
A x x—0x
x>0

x<0
L 1 1 DN R |
I’équivalence - < A & x > -, donc x € ]—; 0[ implique = < 4, ainsi lim - = —oo.
x A A X x-0x
x<0

Montrons maintenant que }Cilréiz —oo. Soit A un réel négatif. Pour x <0, on a

Définition. Lorsque lim f(x) = —oo ou lim f(x) = 400, on dit que la droite d’équation
xX—a x—-a

x = a est asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f.

Exemple
On donne la courbe C; d’une fonction f ci- . .
contre. On a 3 ! ;
iy f(x) = =00 limg f(x) = oo S e
x<2 x>2 1 | i
et lim f(x) = +oo. 0 l |
xX—5 . . 2 -1 JoTN\2 3 4 5 6 7 8 9 10
Par conséquent les droites d’équations x = 2 et -1 ; !
x = 5 sont asymptotes verticales a Cy. -2 i !
De plus avec les notions du paragraphe précé- -3 | :
dent,
lim f(x) = lirp f(x) =0,
X—>—00 X—+ 00
donc la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a C; en —oo et +oo.

Théoremes sur les limites

K/
L X4

Limites des fonctions usuelles

e lim x?=+4wet lim x? = 400; lim x® = 4+ et lim x3 = —oo.
X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—00

Plus genéralement,
e Sin>1lestpair, lim x™ = 4ooet lim x" =+ ;

X—>+00 X—>—00
e Sin=>1estimpair, lim x™ = 4ocoet lim x" = —oo.
X—+00 X—>—00
.1 L1 .1 L1
. lim == lim ==0;lim=-=4wetlim-= —oo.
x—>+00 X x—>—00 X x-0x x—-0x
x>0 x<0

° lim Vx = +oo.

X—>+00

Opérations sur les limites
Dans ce paragraphe, L et L' sont des réels, et le réel a peut étre remplacé par —oo ou +oo,

> Regle sur lasomme

lim f(x) L L L +00 —0 —
lim g(x) L —00 +00 +00 —oo +00
lim(f+g)(x) | L+ —0 +0 +0 —
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Exemple
Soit f:x % +x2. Comme lim ==0et lim x2 = +oo0, on en déduit par somme que

XxX—+00 X X—+00
lim f(x) = +oo.
X—>+00

> Reégle sur le produit

lim £ (x) L L#0 L#0 +oo | —o0 | —oo | +oo
)lci_r}g gx) L' 400 —0 400 +00 —0 0
lim X , | +0sSiL>0 |—ocosSiL>0 _
AU G120 | 4esin<o | TR ] TR |
> Reégle sur le quotient
lim f(x) L L#0 L +o0 +oo
lim g(x) L'#0 0 (%) +oo L +00
L
lim (ﬁ) ) o oo (%) 0 oo (*)
x-a \g L
(*) 1l faut supposer que g a un signe constant au voisinage de a.
(**) Le signe dépend de celui de f(x) et g(x) lorsque x tend vers a, voir exemple.
Exemple
Soit f la fonction définie sur ) :
]—oo;—l[U]—1;3[U]3; +00[ : E
-z 3] !
par f(x) - (+1)(x=3)2 A |
Pour étudier la limite de f par exemple en —1, L2 !
on étudie la limite du numérateur et du déno- L1 E
minateur puis on applique la régle du quotient. __— . 0 N
Ona 3 2 4,01 2 3 4 5 6
lim (x —2) = -3 [ |
Xl [ 2 :

mais pour comme le dénominateur tend évi-
demment vers 0, il est nécessaire de savoir s’il tend vers 0 en étant positif ou négatif. Pour
cela, on étudie le signe du dénominateur :

X —00 -1 3 +oo
x+1 - 0+ +
(x —3)2 + + 0 -
(x + D(x — 3)? - 0+ +

Par conséquent
xllrzll(x +1)(x—3)2=0"et xllryl(x +1D(x—-3)2=0"
x<-1 x>-1

d’ou par quotient,

xli)rylf(x) =+ et xli}lllf(x) = —00,
x<-1 x>-1

De méme lin% (x — 2) = 1 et (d’apres le tableau) lirr% (x+1(x—3)>=0"%,dou
x— x>
lirr; f(x) = +oo.
xX—
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Limites en I’infini d’un polynéme ou d’un quotient de deux polynomes

Exemple

Déterminons la limite en —co de la fonction f définie par f(x) = x° + x2. On factorise
2

par le terme de plus haut degré : f(x) = x° (1 + %) = x5 (1 + x%)

Comme lim —=0, on a par somme de limites lim (1+xi3)=1. De plus

3

x——o00 X X——00
lim x5 = —oo, donc par produit de limites : lim f(x) = —oo.
X——00 X—>—00
Exemple

2x—x?

Déterminons la limite en +oco de la fonction f définie par f(x) = 1

o) .

—_ - T

x3(1+xi3) X 1t

. On factorise par

les termes de plus haut degré et on simplifie : f(x) =

2

. 1 . 2 S . )
Comme lim — = lim == 0, on a par opérations sur les limites lim *— = —1. De
x—>+00 X3 xotoo X X>+00 14—

plus lim 2 =0, donc par produit de limites : lim f(x) = 0.
X—>+o00 X X—+o00

Théoremes de comparaison

Théoréme (de comparaison). Soit a un réel avec éventuellement a = —co oua = +o et f
une fonction.

Si pour x proche de a on a

1 f(x) < g(x)et )lcl_r)rcll f(x) = +o0, alors 91(1_r>r(11 g(x) = 4o,

2. f(x) < g(x)et )lcl_r)rcll g(x) = —oo, alors 91(1_1)13 f(x) = —oo.

Théoreme (des gendarmes). Soit a et £ deux réels avec éventuellement a = —oco ou

a = +oo et f, g, h trois fonctions.

Si pour x proche de a on a f(x) < g(x) < h(x) et lim f(x) = lim h(x) = ¢, alors
x—-a x—-a

lim g(x) = ¢.
xX—a

Composition de fonctions et limites

Définition. Soit f une fonction définie sur intervalle I et g une fonction définie sur un inter-
valle J telle que pour tout x € J,ona g(x) € I.

La fonction définie sur J par x — f(g(x)) s ‘appelle fonction composée de g suivie de f et se
note f og. On lit « f rond g ».

Exemple
~ [ soit £ définie sur R par f(x) = 2x* + 1 et g définie sur R par g(x) = e?*. Les fonctions
f o getgo fsontdéfinies sur R et pour tout x € R,

o (Fog)®=r(g(0))=2(g(0) +1=2(e*)?+1=2e* +1;

¢ (g° N =g(f(x) = eV = et*+2,
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Exemple
Soit f définie sur [0; +oo[ par f(x) = Vx et g définie sur R par g(x) = 1 — x2.
e Pour que f o g soit définie, il et il suffit que g(x) = 0. Ainsi, aprés une étude de
signe d’un trindme du second degré, f o g est définie sur [—1; 1] et pour tout réel x
de cet intervalle, ona (f o g)(x) = f(g(x)) = V1 —x2.

e Lafonction g o f est définie sur [0; +oo[ par

Go O =g(f@)=1-(x) =1-x.

Théoreme. Soit a, b, c trois réels ou +oco ou —oo. Soit f et g deux fonctions.
Silim f(x) =bet lirr; g(x) = calors limg(f(x)) = c.
X—a X x—a

Exemple
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = /i + x. Déterminons lir(r)1+ f(x).
X—

Ona lim = = +o et limx = 0, donc par somme lim (l + x) = +oo0.
x—-0+ x—0t \x

x—0t X
De plus lirp Vx = +oo donc par composition de limites, li%1+ f(x) = +oo.
X—+00 xX—
Exemple

4
Soit f(x) = (2 + 1) , déterminons  lim f(x).
X X—+00
On a lim (2 +§) = 2, puis lirr% x* = 2* =16, donc par composition de limite,
bl

xX—+00

lim f(x) = 16.
X—>+00

Limites liées a la fonction exponentielle

Limites de la fonction exponentielle

Lemme. Pour tout réel x € R, onaexpx > x + 1.

Cette inégalité traduit le fait que la courbe de la fonction exponen-
tielle est située au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0. En
effet I’équation de cette tangente est y = exp’(0)(x — 0) + e°, soit 3
y=x+1.

Nous verrons plus tard dans I’année que cela traduit la convexité de
la fonction exponentielle.

41

2.

./1
Démonstration. Soit f la fonction définie par f(x) = expx —x—1. =, 7 ° 0 1 2
Elle est dérivable sur Ret f'(x) =expx —1.0na

f'x) >0 expx>1oexpx >exp0 e x>0,
donc f est strictement croissante sur [0; +oo[ et strictement décroissante sur | — oo; 0], elle
atteint son minimum en 0 et il vaut f(0) = 0. Par suite pour tout x € R, on a expx — x —

1>0etdoncexpx=>x+1. m
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Théoréme. On a les limites remarquables suivantes
lim e* =0et lim e* = +co.

X—>—00 X—+00

Démonstration. D’aprés le lemme et en utilisant le fait que lim x + 1 = +oo, il résulte du

X—+00

théoréme de comparaison que lim e* = 4oo.

X—+00
Enfin pour montrer que lim e* = 0, on ecrit que e¥ = —. Ona lim — x = +oo donc par
X—>—00 X—>—00
- . _ 1
composition lim e™ = +oo puis lim — =0.m
X——00 XxX——o00 €™

Le tableau de variation complet de la fonction exponentielle est donc le suivant.

X —00 “+ oo

+ oo
eXp O /

Croissance comparée

Théoréme. Pour tout entier naturel n, on a

lim % = to et lim x"e* = 0.

X—+o00 X X—>—00

On dit communément que « I’exponentielle 1’emporte sur les puissances ».

Démonstration.
On sait que pour tout x € Ronae* > x + 1, d’ou e* = x et donc, en prenant ﬁ a la place

de x, on obtient I’inégalité en+1 > —

n+1’
n+1
En supposant x > 0 et en élevant a la puissance n + 1, il vient e* W’ donc en divi-
; _* _ i n+1
sant par x™, on a = o 2 ppyne comme xl_l)tf()o o = T (ne pas oublier que (n + 1)
est une constante puisque n est fixé), il vient d’apreés le théoréme de comparaison hrp Z—n =
X—>+00
+co.
Ecrivons
X n n+1 n__— n
= (—(=0)" x (=) = D™ (=" L = (-1 x
(—X)n
Comme lim —x = +oo et hm i—n = 400, On a par composition lim x"e* =0. =
X—>—00 X—>—00
Continuité

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On dit que f est continue
enasilim f(x) = f(a).
X—a

On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout réel de 1.

La courbe représentative d’une fonction continue se trace sans lever le crayon.
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Exemple

"] e Lafonction x ~ x? est continue sur R.

e Lafonction x » i est continue sur | — oo; O[ et sur ]0; +oof.
e Lafonction x ~ +/x est continue sur [0; +oo].

Exemple
. . 1six>1
it la fonction f: - ..
S0 aOCt_Ofo{_—lsix<1 11 *-——
Elle est clairement continue sur | — oo; 1[ et sur
[1; +oo[. En revanche : . —0 . ; —>
lim f(x) = lim —1=-1% f(1) A L
x—1" x—>1"
ce qui montre que f n’est pas continue en 1. C

Théoréme. Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréeme (des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a; b]. Alors f prend toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b), c¢’est-a-dire que pour
tout k compris entre f(a) et f(b) il existe un réel ¢ € [a; b] tel que f(c) = k.

Autrement dit, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = k admet une
solution sur [a; b].

Exemple A
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x® — 3x + 2 et intéressons-nous a I’équation
f(x) =3.
L’observation du graphique permet de se rendre compte 5
qu’une solution semble étre comprise entre —2 et—1. La
justification est simple : «la fonction f est continue (car 4
dérivable) sur [—2; —1] et de plus 3 € [f(—2); f(—1)] car
f(=2) =0 et f(—1) = 4. Ainsi d’aprés le théoréeme des
valeurs intermédiaires, I’équation f(x) =3 admet une 2
solution sur [—2; —1] ».
Par le méme raisonnement on justifie qu’il y a une solution 1
sur [—1;0] et une solution sur [1;2], ce qui porte a au
moins trois le nombre de solution de I’équation f(x) = 3 > T o —
sur R.
Néanmoins ce raisonnement ne montre pas qu’il n’existe -1
gue trois solutions a cette équation, ce sont les variations
de f et le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires 2
(abrégé en TVI dans la suite) qui permettront de le justifier 3
(voir ci-dessous).

Théoreme (extension aux intervalles ouverts). Soit f une fonction continue sur un inter-
valle [a; b[ (avec b € R ou b = +o0) et admettant une limite finie ou infinie en b. Alors f
prend toutes les valeurs comprises entre f(a) et lirré f(x).

X
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Exemple A
Il est facile de vérifier que lirp f(x) = +oo. Ainsi 103° € [f(l); lirP f(x)[, et d’aprés
X—+ 00 X—+ 00

le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une solution a I’équation f(x) = 103 sur
I’intervalle [1; +oo|.

En rajoutant I’hypothése de monotonie stricte, on obtient le résultat suivant, le plus utilisé en
pratique.

Corollaire du TVI. Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
[a; b]. Alors f prend une et une seule fois toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b),
c’est-a-dire que pour tout k compris entre f(a) et f(b) il existe un unique réel c tel que

flc) =k.

Remarque.

1. Si la fonction continue f n’est pas strictement monotone sur [a; b], toute valeur ¢ comprise
entre f(a) et f(b) est prise par f, mais pas nécessairement une seule fois comme le
montre I’exemple précédent de la fonction f qui prend (au moins) trois fois la valeur 3.

2. Si la fonction n’est pas continue, il se peut que toutes les valeurs comprise entre f(a) et
f(b) ne soient pas prises par f, méme si la fonction est strictement monotone.

Convention. On conviendra que dans un tableau de variation, les fleches traduisent la conti-
nuité et la stricte monotonie de la fonction sur I’intervalle considéré.

Qemgle A

Ona f'(x) = 3x? — 3, donc f'(x) est un trindbme du second degré dont les racines sont
—1 et 1, d’ou le tableau de variation de f, qu’on a complété avec les limites obtenues en

écrivant que pour x # 0, f(x) = x3 (1 - x3—2 + %)

X —00 -1 1 +o0
Signe de f'(x)

+ 0 - 0 +
Variations de f ~ / * \ 0/ e

e Sur I’intervalle ]—oo; —1], la fonction f est continue (car dérivable) et strictement
croissante. De plus 3 e] lim f(x);f(—l)], donc d’aprés le corollaire du TVI,
X——00

I’équation f(x) = 3 admet une unique solution a, sur |—oo; —1].

e Sur I’intervalle [—1; 1], la fonction f est continue (car dérivable) et strictement dé-
croissante. De plus 3 € [f(1); f(—1)], donc d’apreés le corollaire du TVI, I’égquation
f(x) = 3 admet une unique solution a, sur [—1; 1].

e Sur I’intervalle [1; +oo[, la fonction f est continue (car dérivable) et strictement crois-

sante. De plus 3 € [f(l); hrf f(x)[, donc d’apres le corollaire du TVI, I’équation
X—>+00

f(x) = 3 admet une unique solution a5 sur [1; +oo[.
e Finalement I’équation f(x) = 3 admet exactement trois solutions sur R.

A présent cherchons un encadrement, par la méthode du « balayage » de chacune de ces
solutions a 0,01 pres, par exemple de «;.
L’observation du graphique permet de constater que —2 < a; < —1. On affiche ensuite la
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table des valeurs de f sur [—2; —1] avec un pas de 0,1 et on constate que les valeurs de f
deviennent supérieures a 3 entre —1,6 et —1,5, d’ou —1,6 < a; < —1,5. On change alors
les paramétres de la table de f, en affichant ses valeurs entre —1,6 et —1,5 avec un pas de
0,01. Finalement —1,54 < a; < —1,53.

De méme, on trouve —0,35 < a, < —0,34 et 1,87 < a3 < 1,88.

Expressions Graphique Tableau Expressions Graphique Tableau

Résultats exacts Régler 1'intervalle Résultats exacts Régler 1'intervalle
TR | i fx)
- 0 -1.58 2.795688
-1.9 0.841 =10 2.840107
-1.8 1.568 -1.56 2.883584
il 2.187 -1.55 2.926125
-1.6 2.704 -1.54 2.967736
AL 3.125 -1.53 3.008423
-1.4 3.456 -1.52 3.048192
a2 7n2 =151 3.087049

X f(x)

Le TVI est un theoreme d’existence, il ne faut pas I’utiliser pour justifier qu’une équation n’a
pas de solution ! Dans ce dernier cas, ce sont les variations qui permettent de le justifier.

Exemple A

Justifions que I’équation f(x) = 5 admet une unique solution sur R.

e Dr’aprés les variations de f, le maximum de f sur |—oo; 1] est f(—1) =4 < 5, donc
I’équation f(x) = 5 n’admet pas de solution sur |—oo; 1].

e Sur I’intervalle [1; +oo], la fonction f est continue (car dérivable) et strictement crois-
sante. De plus 5 € [f(l);xlirfm f(x)[, donc d’apres le corollaire du TVI, I’équation

f(x) = 5 admet une unique solution sur [1; +oo].

Algorithme de dichotomie

On considére une fonction f définie sur un intervalle [a; b]. On suppose que f est monotone
et que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution x,.

Pour trouver un encadrement a € pres de x,, on calcule le milieu m = % de l’intervalle

[a; b], puis on réduit I’intervalle de moitié : [a; m] ou [m; b] selon le signe de f(a) et f(m) :
e i f(a) et f(m) sont de signe opposé, c’est-a-dire f(a)f(m) < 0, alors x, € [a; m] ;
e sif(a) et f(m) sont de méme signe, c’est-a-dire f(a)f(m) = 0, alors x, € [m; b].

A A

Cas f(a)f(m) <0 Cas f(a)f(m) =0
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On a donc ’algorithme suivant.

Tant que b — a > ¢ faire

a+b
m e —

2
Si f(a)f(m) < 0 alors
b<m
Sinon
a<m
Renvoyer a, b

Exemple

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = x? — 2. On sait que 1’équation f(x) = 0
admet une unique solution v2 comprise entre 1 et 2.

Exécutons 1’algorithme précédentavec a = 1, b = 2 et € = 0,04.

m 15 | 125 | 1,375 | 1,4375 | 1,40625
a 1 1 1,25 | 1,375 | 1,375 |1,40625
b 2 1,5 1,5 1,5 1,4375 | 1,4375

Cela montre qu’un encadrement inférieur & 0,04 prés de V2 est 1,40625 < V2 < 1,4375.
Par conséquent la moyenne 1,42 est une valeur approchée a 0,02 prés.
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