Intégration — Exercices

[ Intégrale d’une fonction positive |

On a représenté ci-contre la courbe
représentative de la fonction f définie sur
[ 2;1] par f(x) = —x+ 2.
Comment s’appelle 1’aire colorée sur
la figure ? Comment se note-t-elle ?
La calculer par lecture graphique.
2. Par lecture graphique, déterminer i

J) f () dx. 2 4 0 1

On a représenté ci-contre la

fonction f définie sur [—2;2] par
3

flx) = — On pose

1= %, () dx.
1. Déterminer par lecture gra- i i
phique un encadrement de I. > 1.0 1 2
2. Utiliser une calculatrice pour
donner une valeur approchée a 1073 prés de I.

3. Veérifier que le résultat ci- —
contre renvoyé par un logiciel | Nt(3/(x+3).x,-2,2)

de calcul formel est cohérent 3In5

avec la question 2.

On a représenté FEMETRE
Brin=-3

Ci-contre sur D’inter- g
valle [—3; 2] la fonc- warad=1

i 4Fini Ymin=-1

tion f (Z:iefm.le par N

f(x) =x* puis on a Yarad=1
SR Arés=1

hachuré I’aire com-

prise entre 1’axe des abscisses, la courbe de f et les droites

d’équation x = -2 etx = 1.

1. A quelle intégrale correspond cette aire ? Combien vaut-
elle?

2. Obtenir le méme écran sur la calculatrice avec les ré-
glages donnés ci-dessus.

A Paide de la calcula-
trice calculer une valeur
apprOChée a 10_3 prés de ﬂlfl:lc*ln(xjﬁﬁl?lcﬁugﬂ = FUHC 1430
f24xlnx dx.

Vérifier la cohérence avec I’impression d’écran du logiciel
de calcul formel ci-dessus.

ljg(x-hﬂxﬂdx
14-1nidy - 3

| Primitives et intégrales |

Soit f définie sur [1;+oo[ par

f(x) =x+1 et F définie sur [1; +oo[ 3 c;

par F(x) = fle(t) dt. , !

1. Par un calcul d’aire, montrer que [
F(x) = xz—z +x— 2 1 E

2. Calculer F'(x). Que remarque-t- | |
on? 0 1 2

@ Soit f la fonction définie sur R par
f(x) =x%+4x +6.
1. Montrer que pour tout x € R, f(x) = 0.

3
2. Soit F la fonction définie par F(x) = x? + 2x2 4+ 6x.
a. Vérifier que la dérivée de F est f.
b. Calculer I’aire A comprise entre la courbe de f,
I’axe des abscisses et les droites d’équation x = —3
etx =0.

[ Intégrale d’une fonction continue]

Calculer les intégrales suivantes.

a. I=f_314xdx b. I=f3e‘xdx
4 1 x
o I=[(x+1+3)dx d I=[ F-dx
1
e. I= f ieE dx f. I= fo x(l —x2)% dx
2 -x
g. I= fl = dx h. I:f —; dx
E On pose | = f“x =
Déterminer deux reels a et b tels que pour tout x # 1,
2x-1 _ b
x-1 -1

2. Endéduire la valeur de J.

@ Soit f une fonction définie et continue sur [—3; 5] ad-
mettant le tableau de variation suivant.

x =3 1 3 5

f 4\2/' 6\_3

1. Déterminer le signe de f_13 f(x) dx.
2. Ondonne f(4) = 0. Donner le signe de f:f(x) dx.
3. Donner un encadrement de f_ggf(x) dx.

3x+4

Soit f définie sur [~1; 0] par f(x) =
1. Dresser le tableau de variations de f et en deduire un
encadrement de f sur [—1; 0].

2. Soitl = f_olf(x) dx. Montrerque 1 < I < 3
0] fO0) = 25—

x+2  (x+2)2
et en déduire la valeur exacte de I.

3. Vérifier que pour tout x € [—1

Etudier le signe de x? — 4x + 3 et en déduire la valeur
de flslx2 — 4x + 3| dx a ’aide de la relation de Chasles.

[ Intégration par parties|

Calculer les intégrales suivantes.
a I = f03(x —1e* dx b. I = flelenxdx
c. I= f24(2x +3)e™ dx d. I= folxze'x dx

Déterminer les primitives des fonctions suivantes.
a. f(x) =Inxsur]0;+ool.

b. f(x) = xInx sur]0; +ool.

c. f(x)=(x+1De *surR.

Pour tout entier naturel n, on considere les intégrales
e

I, =J- (Inx)™ dx.
1

1. Montrer que I,,; = e — (n + 1)I,, pour tout n € N.
2. Donner la valeur exacte de I,. En déduire les valeurs de
11, 12 et 13.
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Calculs d’aires

On considere les fonctions f et

g définies sur R par ¥ C
f(x)=%x2—2x—1 2]
et g(x) = —x? + 4x — 1. 1'
On a représenté ci-contre les o >

courbes de f et g sur [0; 4].
1. Associer chaque fonction a sa
courbe. =27
2. Montrer que pour tout réel _s|
€[0;4], g(x) - f(x) = 0.
3. Déterminer les points d’intersection de C; et C,.
4. En déduire I’aire du domaine coloré.

Soit la fonction f définie sur R par
flx)=x?+x—2.

1. Etudier le signe de f. 1
2. En déduire I’aire du domaine grisé ci-

contre. 0/1 2
-11

N W s
L L L

_2.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e *".
1. Etudier les variations de f sur R et déterminer son
maximum.
2. Tracer la courbe de f sur la
calculatrice et calculer

0
1= [2f @) dx.
3. Comparer cette valeur a /.

FRCXIdx=z. E0BEzEz

On considere les fonctions f
et g définies sur ]0; +oo[ par 2]

e f)=Gx-HEx-1) 1

e gx)=(x—-4)Inx. 0 -

1. Démontrer que les courbes de f 0
et g admettent la méme tan-
gente au point d’abscisse 1. -21

2. Onpose p(x) =x—1—Inx.

a. Montrer que pour tout x €]0; +oo[, @(x) = 0.

b. Montrer que f(x) — g(x) = (x — 4)p(x).

c. E_n déduwe_ la posi- wi - 4] Ex = 115 FO0 Dome
tion relative des wii -4} 1n(x) + i Done

I Gt A O ERS

: : . . 1&-1ni2) - 51-4

pression d’écran ci- Tefimi—ates . w, 1,408
COﬂtre déterm'ner Ia MAIN FAD AUTO FUHC 0
valeur exacte de 1’aire colorée.
Retrouver la valeur approchée a I’aide de la calcula-
trice.

On considere la fonction f définie par sur R par
1

f(x) = m
1. Démontrer que la fonction F définie par
F(x) = ln(x+ x% + 1)
est une primitive de f sur R.
2. En déduire ’aire entre la courbe de f, I’axe des abs-
cisses et les droites d’équation x = —1 et x = 1.

On considére la fonction f définie sur [0;1] par
f(x) = xInx pour x € ]0; 1] et £(0) = 0.
1. Justifier que f est continue sur [0; 1].

2. Montrer que la fonction F définie sur [0; 1] par
F(x) = %xz Inx —%xz six €]0;1] et F(0) =0
est une primitive de f sur [0; 1].
3. En déduire la valeur de
folf(x) dx. Utiliser la calcula-

trice pour retrouver ce résultat
par un calcul d’aire.

FFCxd= - zE0it

f est la fonction définie
sur [0; +oo[ par f(x) = xe " 0.4 1 g
et C désigne sa courbe dans un
repere orthogonal d’unités gra-
phiques 1 cm en abscisse et
5 cm en ordonnées.

Soit A un réel positif.

1. Calculer I’aire A(A) com-
prise entre C, I’axe des abs-
cisses et la droite d’équation x = A.

2. Déterminer Alirfm A(Q) et interpréter graphiquement.

o
N
1
L
1
]

T

0 ) 2

On considére les fonctions f
et g définies sur R par 05
fl) =x*(x*-1)
g(x) = x(1 —x?)
1. Etudier la position relative des
courbes de ces fonctions.
2. En déduire I’aire du domaine
compris entre ces deux -05
courbes sur Iintervalle [—1; 1].

| Encadrements et suites d’intégrales |

On définit pour toutn € N, I, = fol(l —t)"et dt.
1. Montrer que (I,,) est décroissante.
2. Prouver que (I,) est minorée. Qu’en déduit-on ?
3. a. Montrer que pour toutn € N ettout t € [0; 1], 0na
(1-0D"t <e(1-t)"
b. En déduire que I, < —— pour toutn € N.
c. Déterminer alors la limite de (I,,).

(2010, Liban). On considére la suite (u,,) définie pour

. 1 e—nx
tout entier naturel n par u, = [J ———

1. a. Montrer que uy, + uy = 1.
b. Calculer u,. En déduire u,.
2. Montrer que pour toutn > 0,onau, = 0.

3. a. Montrer que pour toutn > 1, uy,q +u, =
b. En déduire que pour tout entier naturel n non nul,

1-e™ "

dx.

1-e M

Uy < "
4. Déterminer la limite de la suite (u,,).

(constante d’Euler) (2005, métropole).
Pour tout entier n > 1, on pose
H, = 1+%+ ~~+%= ﬁzlietun =H, —Inn.
1. a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul
Lo pilgy <l
b. En déduire que, pour tout entier n > 2, ona
Hn—lslnnSHn—%etOSunsl.

2. a. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1,

n+11
-d

u Uy =—— [
n+1 nT o n
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b. En déduire le sens de variations de (u,,).

3. Montrer que la suite (u,) converge. On note y la limite
de la suite (u,,) (on ne cherchera pas a calculer y).
Quelle est la limite de la suite (H,) ?

Soit f définie sur [0; +oo[ par f(x) = fxlejtz dt.

1. Prouver que

1-2x2

') = omaras
puis étudier les variations de f.
2. Montrer que f(x) < iet en déduire lirp f(x).
X—>+ 00

(2014, Asie). Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
On note f, la fonction définie pour tout réel x de

Pintervalle [0; 1] par £, (x) = ——. Pour tout entier n > 1,

on définit le nombre I, par I,, = fol fu(x) dx = fl !

0 1+4xM
1. Les représentations graphiques de certaines fonctions f,
obtenues a 1’aide d’un o
logiciel sont tracées ci- 11 =
contre. 08 \
En expliquant soigneu- P

sement votre démarche, 0.6
conjecturer, pour la
suite (I,) I’existence et
la valeur éventuelle de o2
la limite, lorsque n tend
Vers +oo, 0 A
Calculer la valeur exacte de I.

3. a. Démontrer que, pour tout réel x € [0; 1] et pour tout

. 1
entier naturel n > 1, on a <1
1+x™

b. En déduire que, pour tout entiern > 1,onal, < 1.
4. Démontrer que, pour tout x € [0; 1] et pour tout entier

n=>1,o0onal—x"< .
1+x™

5. Calculer I’intégrale fol(l —x™) dx.

6. A l’aide des questions précédentes, démontrer que la
suite (I,,) est convergente et déterminer sa limite.

7. On considére I’algorithme suivant :

0.4 1

n

<0
Pour k allant de 0 & p — 1 faire :
x X
1 1

X_

I<—I+1+xn -

Fin Pour
Retourner I

a. Quelle valeur, arrondie au centiéme, renvoie cet al-
gorithme si ’on entre les valeursn = 2 etp =57
On justifiera la réponse en complétant le tableau
suivant avec les différentes valeurs prises par les va-
riables, & chaque étape de I’algorithme. Les valeurs
de I seront arrondies au millieme.

k x |
0
4
b. Expliquer pourquoi cet algorithme permet

d’approcher I'intégrale I,,.

| Problémes, sujets de baccalauréat |

(2010, Polynésie). Partie A —
1. On considére la fonction g définie sur [1;+oo[ par
gx)=In2x) +1—x.
a. Démontrer que 1’équation g(x) =0 admet sur
[1; +oo[ une unique solution notée a.
b. Démontrer que In(2a) + 1 = a.
2. Soit la suite (u,,) définie par u, = 1 et pour tout entier
naturel n, par u,,;, = In(2u,) + 1.
On appelle (T') la courbe d’équation y =In(2x) + 1
dans un repére orthonormé.
a. En utilisant la courbe (T'), construire sur I’axe des
abscisses les quatre premiers termes de la suite.
b. Démontrer que pour tout entier naturel n,
1<u, <u,; <3
¢. En déduire que (u,) converge et donner sa limite.

Partie B — On considére la fonction f définie sur [1; +oo[
par f(x) = (x — 1)e’™*. On désigne par (C) la courbe
représentative de la fonction f dans un repére orthonormé.
Cette courbe est donnée dans I’annexe.

1. Pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1, on pose :

F() =[] f@©) dt = [[(t - Del ™t dt.
a. Démontrer que la fonction F est croissante sur
[1; +oo].
b. Montrer que pour tout x € [1; +oo[ 0On a
F(x) = —xe™ + 1.
c. Démontrer que sur [1; +oo[, I’équation F(x) = ; est
équivalente a I’équation In(2x) + 1 = x.

2. Soit un réel a supérieur ou égal & 1. On considére la
partie D, du plan limitée par la courbe (C), I’axe des
abscisses et les droites d’équation x = 1 et x = a.
Déterminer a tel que ’aire, en unités d’aires, de D, soit

égale a ; et hachurer D, sur le graphique.

4-
N )

) ————

f T T T T T

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(2013, Antilles-Guyane). Dans tout ce qui suit, m
désigne un nombre réel quelconque.

Partie A — Soit f la fonction définie et dérivable sur R telle
que f(x) = (x + 1)e”.

1. Calculer la limite de f en 400 et —oo.

2. Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = (x + 2)e”*.

3. Dresser le tableau de variation de f sur R.

Partie B — On définie la fonction g,,, sur R par :
Im@x) =x+1—-—me™™
et on note C,, la courbe de la fonction g,, dans un repére
(0;7,)) du plan.
1. a. Démontrer que gpn(x) =0 si et seulement si
f(x) =m.
b. Déduire de la partie A, sans justification, le nombre
de points d’intersection de la courbe C,, avec I’axe
des abscisses en fonction du réel m.
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contre les courbes C,,

C., C_, (obtenues en

prenant respectivement 31
pour m les valeurs 0, e
et —e).

Identifier chacune de

2<

)
ces courbes sur le gra- courbey
phique en justifiant. , 0

3. Etudier la positiondela 2t |0/ 1 2 3
courbe C,, par rapport & / 1/ courbe 3
la droite D d’équation
y = x + 1 suivant les valeurs du réel m.

4. a. On appelle D, la partie du plan comprise entre les
courbes C,, C_, , I’axe (Oy) et la droite x = 2.
Hachurer D, sur le graphique.

b. Dans cette question, a désigne un réel positif, D, la
partie du plan comprise entre C,, C_,, I’axe (0y) et
la droite A, d’équation x = a. On désigne par A(a)
I’aire de cette partie du plan, exprimée en unités
d’aire. Démontrer que pour tout réel a positif
A (a) = 2e — 2el79,
En déduire la limite de A (a) quand a tend vers +oo.

2. On a représenté ci- X

courbe 1

(2015, centres étrangers).

Les parties A et B sont indépendantes

Le fabricant de cadenas de la marque « K » désire imprimer

un logo pour son entreprise.

Ce logo a la forme d’une lettre majuscule K stylisée, ins-

crite dans un carré ABCD, de c6té une unité de longueur, et

respectant les conditions C1 et C2 suivantes :

e Condition C1 : la lettre K doit étre constituée de trois
lignes :

— une des lignes est le segment [AD] ;

— une deuxiéme ligne a pour extrémités le point A et
un point E du segment [DC] ;

— latroisiéme ligne a pour extrémité le point B et un
point G situé sur la deuxiéme ligne.

e Condition C2 : I'aire de chacune des trois surfaces dé-
limitées par les trois lignes dessinées dans le carré doit
étre comprise entre 0,3 et 0,4, 'unité d’aire étant celle
du carré. Ces aires sont notées r, s, t sur les figures ci-
apres.

Un atelier de design propose deux dessins possibles, repré-

sentés ci-dessous :

D E C D E C
G G
7 t r t
S S
A B A B
Proposition A Proposition B

Pour mener les études qui suivent, on se place dans le re-
pére orthonormé (A; AB, 4AD).

Partie A — Etude de la proposition A.

Dans cette proposition les trois lignes sont des segments et

. . , 1
les trois aires sontégales : r =s =t = >

Déterminer les coordonnées des points E et G.

Partie B — Etude de la proposition B

Cette proposition est caractérisée par les deux modalités

suivantes :

e la ligne d’extrémités A et E est une portion de la repré-
sentation graphique de la fonction f définie pour tout
réel x >0par: f(x) =In(2x + 1) ;

e laligne d’extrémités B et G est une portion de la repré-
sentation graphique de la fonction g définie pour tout

réel x >0 par: g(x) =k (1361) ou k est un réel positif
qui sera déterminé.

1. a. Déterminer I’abscisse du point E.
b. Déterminer la valeur du réel k, sachant que
I’abscisse du point G est égale a 0,5.
2. a. Démontrer que la fonction f admet pour primitive la
fonction F définie pour tout réel x > 0 par :
F(x)=(x+05) xIn(2x + 1) — x.
b. Démontrer que r = 2— 1.
3. Déterminer une primitive G de la fonction g sur
I’intervalle ]0; +oo.
4. On admet que les résultats précédents permettent
détablir que s = (In2)? + 2=,
La proposition B remplit-elle les conditions imposées
par le fabricant ?

(2014, Amérique du Sud). On désire réaliser un portail
comme indiqué ci-contre. Chaque vantail mesure 2 métres
de large.

pilier vantail de gauche vantail de droite pilier

Partie A — Modélisation de la partie supérieure du por-
tail

On modélise le bord supérieur du vantail de droite du por-
tail avec une fonction f définie sur I’intervalle [0; 2] par

flx) = (x + i) e~** 4+ b ou b est un nombre réel.

1. a. Calculer f’(x) pour tout réel x appartenant a
I’intervalle [0; 2].
b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur
I’intervalle [0; 2].
2. Déterminer le nombre b pour que la hauteur maximale
du portail soit égale @ 1,5 m.
Dans la suite la fonction f est définie sur I’intervalle [0; 2]

par f(x) = (x +%) e~ +%.

Partie B — Détermination d’une aire

Chaque vantail est réalis¢ a 1’aide d’une plaque métallique.

On veut calculer I’aire de chacune des plaques, sachant que

le bord inférieur du vantail est & 0,05 m de hauteur du sol.

1. Montrer que la fonction F définie sur I’intervalle [0; 2]
par F(x) = (—f - é) e~ 4 %x est une primitive de la
fonction f.

2. En déduire I’aire en m? de chaque vantail. On donnera la
valeur exacte puis une valeur approchée a 10~2 prés de
cette aire. (On s’intéresse ici a 1’objet « vantail » sans
faire référence a son environnement).
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Partie C — Utilisation d’un algorithme

On désire réaliser un portail de méme forme mais a partir
de planches rectangulaires disjointes de largeur 0,12 m,
espacées de 0,05 m. Pour le vantail de droite, le coin supé-
rieur gauche de chaque planche est situé sur le bord supé-
rieur du vantail (voir ci-dessous) et le bas de chaque
planche a 0,05 m de hauteur.

Les planches sont numérotées a partir de 0 : ainsi la pre-
miére planche a gauche porte le numéro 0.

1.5

0.5

o J Sy S S S R WD S N L S

0 0.5 1 1.5 2

1. Donner I’aire de la planche numéro k.

2. Recopier et compléter 1’algorithme suivant pour qu’il
calcule la somme des aires des planches du vantail de
droite.

S<0

X<0

Tantque X + 0,12 < .
S<S+ .
X<X+0,17

Fin Tant que

Retourner S

(2011, centres étrangers). Soit f et g les fonctions
définies sur R par

f(x) = xel™ et g(x) = x2el™*,
Les courbes repré-
sentatives des fonc-
tions f et g dans un
repére  orthogonal

(0;1,7) sont res-
pectivement notées
C et C'. Leur tracé est donné ci-dessus.
1. Etude des fonctions f et g
a. Déterminer les limites des fonctions f et g en —co.
b. Justifier le fait que f et g ont pour limite 0 en +co.
c. Etudier le sens de variations de chacune des fonc-
tions f et g et dresser leurs tableaux de variations
respectifs.
2. Calcul d’intégrales
Pour tout entier naturel n, on définit I’intégrale I, par
I, = folx”el‘x dx.
a. Calculer la valeur exacte de 1.
b. Prouver que tout entier naturel n, on a
m+ DI, — I, = 1.
c. En déduire la valeur exacte de I, puis celle de 1.
3. Calcul d’une aire plane
a. Etudier la position relative des courbes C et C'.

4 flo 1 2 3 4 5 6

b. On désigne par A aire, exprimée en unité d’aire, de
la partie du plan comprise entre les courbes C et C’,
et les droites d’équations respectives x = 0 et x = 1.
En exprimant A comme différence de deux aires que
I’on précisera, démontrer 1’égalité : A = 3 —e.

4. Etude de I’égalité de deux aires

Soit a un réel strictement supérieur a 1.

On désigne par S(a) I’aire, exprimée en unité d’aire, de-

la partie du plan comprise entre les courbes C et C' et les

droites d’équation x = 1 et x = a. On admet que S(a)

s’exprime par S(a) = 3 —el™%(a* + a + 1).

L’objectif de cette question est de prouver qu’il existe

une et une seule valeur de a pour laquelle les aires A et

S(a) sont égales.

a. Démontrer que 1’équation S(a) = A est équivalente
al’équation : e* = a® +a + 1.

b. Dans cette question, toute trace d’argumentation,
méme incompléte, ou d’initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans [’évaluation.
Conclure, quant a 1’existence et 1’unicité du réel a,
solution du probléme posé.

(2017, métropole).
Partie A — On considére la suite (u,) définie pour tout
entier naturel n par
Uy = fone‘xz dx.
On ne cherchera pas a calculer u,, en fonction de n.
1. a. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
b. Démontrer que pour tout réel x > 0,0na:
—x2 < =2x+1,
puis :
e—x2 < gm2x+1,
En déduire que pour tout entier naturel n, on a
Up <2,
c. Démontrer que la suite (u,,) est convergente. On ne
cherchera pas a calculer sa limite.
2. Dans cette question, on se propose d’obtenir une valeur
approchée de u,.
Dans le repére orthonormé (0;7,]) ci-dessous, on a tra-
cé la courbe C représentative de la fonction f définie sur
P’intervalle [0; 2] par f(x) = e™*" et le rectangle 0ABC
ou A(2;0), B(2;1) et C(0; 1).
On a hachuré le domaine D compris entre la courbe C,
I’axe des abscisses, I’axe des ordonnées et la droite
d’équation x = 2.

On considére 1’expérience aléatoire consistant a choisir
un point M au hasard a I’intérieur du rectangle OABC.
On admet que la probabilité p que ce point appartienne

. aire de D
au domaine est p = e de oABC

a. Justifier que u, = 2p.
b. On considére I’algorithme suivant.
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L1 Pour k variantde 1 a N

L2 X < nombre aléatoire entre 0 et 2
L3 Y « nombre aléatoire entre O et 1
L4 SiY <e X alors

LS C prend la valeur C + 1

L6 |Fex

L7 Retourner C, F

i. Que permet de tester la condition de la ligne L4
concernant la position du point M(X;Y) ?
ii. Interpréter la valeur F retournée par cet algo-
rithme.
iii. Que peut-on conjecturer sur la valeur de F lors-
que N devient trés grand ?
c. En faisant fonctionner cet algorithme pour N = 106,
on obtient C = 441138.
On admet dans ce cas que la valeur F affichée par
I’algorithme est une valeur approchée de la probabi-
lité p a 1073 pres.
En déduire une valeur approchée de u, a 1072 prés.
Partie B — Une entreprise spécialisée est chargée par
I’office de tourisme d’une station de ski de la conception
d’un panneau publicitaire ayant la forme d’une piste de ski.
Afin de donner des informations sur la station, une zone
rectangulaire est insérée sur le panneau comme indiqué sur
la figure ci-dessous.

Bienvenue !

Le panneau, modélisé par le domaine D défini dans la partie
A, est découpé dans une plaque rectangulaire de 2 métres
sur 1 metre. Il est représenté ci-dessous dans un repere
orthonormé (0;7,7) ; I’unité choisie est le métre.

Pour x nombre réel appartenant a I’intervalle [0; 2], on note
e M le point de la courbe C; de coordonnées (x; e ~*") ;

e N le point de coordonnées (x;0) ;

e P Ie point de coordonnées (0; e"‘z) ;

e A(x) l’aire du rectangle ONMP.

1. Justifier que pour tout nombre réel x de l’intervalle
[0;2], 0na A(x) = xe ™.

2. Déterminer la position du point M sur la courbe C; pour
laquelle I’aire du rectangle ONMP est maximale.

3. Le rectangle ONMP d’aire maximale obtenu a la ques-
tion 2. doit étre peint en bleu, et le reste du panneau en
blanc. Déterminer, en m2 et a 1072 prés, la mesure de la
surface & peindre en bleu et celle de la surface a peindre
en blanc.

(2024, Amérique du Nord). Pour tout entier naturel n,
on considére les intégrales suivantes :
I, = fone'"" sin(x) dx et], = fone'"x cos(x) dx.
1. Calculer I,.
2. a. Justifier que, pour tout entier naturel n, ona I,, = 0.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a.
Lyys — I, < 0.
c. Déduire des deux questions précédentes que la suite
(1,,) converge.

3. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, ona:
s

I, SJ- e ™ dx.
0

b. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, ona:
T 1-— e—nrc
f e T™dxy = ——,
0 n

c. Déduire des deux questions précédentes la limite de
la suite (I,).

4. a. En intégrant par parties ’intégrale I,, de deux fagons
différentes, établir les deux relations suivantes, pour
tout entier naturel n > 1 :

Ly=1+e™ —nj,eth, ==/,
b. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, 0n a
1+ e "t
Ton241
5. On souhaite obtenir le rang n a partir duquel la suite
(I,,) devient inférieure a 0,1.
Recopier et compléter la cinquiéme ligne du script Py-
thon ci-dessous avec la commande appropriée.

from math import *
def seuil() :
n=2=o
I =2

n+1
(14+exp(-n*pi))/(n*n+l)

n
I

(suite de I’exercice 14).
Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales

e
I, =f (Inx)™ dx.
1

1. Montrer que I,,; = e — (n + 1)I,, pour tout n € N.
2. Donner la valeur exacte de I,. En déduire les valeurs de
I, I, et1s.
3. Montrer par récurrence qu’il existe deux suites d’entiers
relatifs (a,,) et (b,,) telles que
vn €N, I, =a,e+ b,
et qu’elles vérifient les relations de récurrence
Any1 =1— M+ Da, etb,,; = -+ 1)b,.
4. Donner une expression de b,, en fonction de n.
5. Onpose u, = (—-1)" % Montrer que
Upyq — Uy = (=1
et en déduire que pour tout entier naturel n,

n
(-1)*
a, = (—1)"n! o
k=0

6. Apres avoir justifier la formule suivante pour a,, dé-
montrer que cet algorithme calcule a,,.
n

a, = kzzo(—l)kn(n -1D.(n—k+1).

a =0 # suite (a_n)
c=1
s =1

for k in range(n+1):
a=a+s *c
c =c * (n-k)
s = -s
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