Trigonométrie — Exercices

Résoudre les inéquations suivantes sur les intervalles
indiques.

1. cosx > %Sur [0; 7], sur [—m; 7], sur [0; 27].

2. sinx < g sur [0; ], sur [0; 27].

3. 2cosx —+/2 < 0 sur [0; 2r], sur [r; 37].

Montrer les relations suivantes
a. (cosx +sinx)? =1+ sin2x.
b. cos(x +y)cos(x —y) = cos? x — cos? y.

Vrai ou faux ? Justifier.

a. Pour tout réel x, sin 2x # 2 sin x.

b.  Pour tout réel x, on a cos* x — sin* x = cos 2x.
C.
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On sait que cost = ~ et que t € |0;Z].
3 2

1. Calculer cos 2t.
2. Déterminer sint et sin 2t.

Trois carrés  sont
juxtaposés comme sur la

figure ci-contre. ]

Montrer que & + B =~ o B

T

| Sinus et cosinus]|

@ f et g sont les fonctions définies sur R par
f(x) =sin2x et g(x) = 2cos x.
On a représenté ci-dessous les courbes de f et g.

AN flf/M §

1. Exprimer f(—x) en fonction de f(x). Qu’en déduit-on
pour la courbe de f ?

2. Exprimer g(—x) en fonction de g(x). Qu’en déduit-on
pour la courbe de g ?

3. Attribuer a chaque fonction sa courbe.

4. Etudier la périodicité de f et g.

Soit f la fonction )
définie sur R par
f(x) = 1—cos(2x). 1

Sa courbe représentative _. , , ,
C est tracée ci-contre sur -™2 0 w2 W 32

I’intervalle [O;%].

1. Exprimer f(—x) en fonction de f(x), puis compléter C
sur [— > 0].

2. Exprimer f(x + m) en fonction de f(x), puis compléter

3
C sur [E;—”.
2 2

Déterminer le signe des expressions suivantes sur
I’intervalle [0; r].

a. fi(x) =2+sinx
c. f3(x) =sinx —2

b. f,(x) =14 cosx
d. f,(x) =1-sin?x

@ A Taide d’un cercle trigonométrique, résoudre
. g . 1 . - -
I’inéquation cos x > S sur [—m; ] et en déduire le signe de

f(x) =cosx — % sur [—m; r]. Méme question sur [0; 27].

Construire sur I'intervalle [0; 2] le tableau de signe
de f(x) = cosx = et g(x) = sinx + 3.

1
2+cosx’

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

1. Montrer que pour tout x € R, § <f(x) <1

2. a. Exprimer f(—x) et f(x + 2m) en fonction de f(x).
b. Expliquer pourquoi il suffit d’étudier f sur [0; 7].

3. Calculer f'(x) et étudier son signe sur [0; ].

4. Construire le tableau de variations de f sur [0; ], cons-
truire la courbe de f sur [0; ] puis sur [—m; 3m].

On considere la fonction f définie sur R par
f(x) =2cosx — cos2x.

1. a. Calculer f(—x) et f(x + 2m) en fonction de f(x).
b. En déduire qu’il suffit d’étudier f sur [0; ].

2. a. Montrer que f'(x) = 2sinx (2 cosx — 1).
b. Résoudre sur [0; 7] I’inéquation 2 cosx — 1 = 0.
c. En déduire le signe de f'(x) puis construire le ta-

bleau de variation de f sur [0; ].

3. Construire la courbe représentative de f sur I’intervalle
[—27; 2] dans un repére adapté

4. On considére 1’équation cos 2x = 2 cos x.
Montrer grace a I’étude de la fonction f que cette équa-
tion admet une unique solution a sur I’intervalle [0; 7]
et donner un encadrement a 10~2 prés de a. Combien
I’équation admet-elle de solution sur Tintervalle
[-1515m;1515x] ?

Calculer les dérivées des fonctions suivantes en préci-
sant leur ensemble de définition et de dérivabilité.
a. fi(x) =x—2cosx b. f,(x) =sinx —cosx

¢ f1(x) =— d. f,(x) = cos(3x)

e. fs(x) = cos?(x) f. folx) = sin(21x+§)

| Fonctions trigonométriques et intégration |

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = cos? x.
1. Exprimer cos? x en fonction de cos(2x).

2. Déterminer les primitives de f.

3. Déterminer la primitive de f qui s’annule en 0.

Calculer les intégrales suivantes.

2 sinx 3—”sinx
a. [* dx b. I=[+—dx
0 cosx T cosx

T
C. JZsin®x cosxdx
Vrai ou faux ? Justifier.

T T
H — (2 12 — (2 2
Soit A = [#tsin®¢ dtetB—fO‘*tfos t dt.
a. A>B b. A+B=%
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Onposel = [2e*sinx dxet] = [ze*cosx dx.
a. A l’aide de deux intégrations par parties, montrer que
I=14+]et]j=ez—1I.

b. En déduire les valeurs de I et J.
Pourn > 0 on pose I,, = [} x™sinx dx.

m\"+1 - -
Montrer que 0 < [, < (Z) , en déduire la limite de (1,,).

On définit pour tout n € N, I, = [Zsin" x dx.
1. Etudier les variations de (I,,).
2. Montrer que (I,,) est convergente.

(1998, sports de haut niveau). On considére les inté-
grales I = f;r cos*x dxet] = fonsin“x dx.
1. a. Montrer que I peut s’écrire

T
I = f cos x (cos x — cos x sin? x) dx.
0

b. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que

T 1
1= f sin? x dx —=]J.
0 3

Montrer de méme que J = f: cos?x dx — %I.

134

Montrerque I + ] = %"etque]—l = 0.
En déduire les intégrales I et J.

Problémes

On considére le A B

trapéze isocéle ABCD

ci-contre ol " :
AD=AB=BC=1. p/, . H zx.C

On souhaite détermi- ¢ °

ner I’angle x pour que I’aire du trapéze soit maximale.

1. Exprimer la hauteur h en fonction de I’angle x.

2. Démontrer que I’aire f du trapéze est définie sur [0; g]
par f(x) = (cosx + 1) sinx.
3. a. Démontrer que f'(x) = 2cos?x + cosx — 1.

b. Factoriser 2X? + X — 1.
c. Endéduire le signe de f' et conclure.

oo

sin x

On définit la fonction tangente par tan x =

On la note f(x) dans la suite.
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Exprimer f(x + m) et f(—x) en fonction de f(x). En

déduire qu’il suffit d’étudier f sur [ = [o ; g[.

cosx’

3. Déterminer la limite de f en % Qu’en déduit-on pour la
courbe C ?

4. a. Calculer f'(x). Montrer que f'(x) = 1 + (f(x))z.
b. Donner les variations de f sur I puis sur ]—gg[

5. a. Déterminer I’équation de la tangente T & C au point
d’abscisse 0.
b. Etudier la position relative de C et T sur 1.

c. Tracer C et T sur ]— g; g[

Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = x —sinx.

1. f est-elle paire ? impaire ? périodique ?

2. Montrer que f est croissante sur [0; +oo].

w

En déduire le signe de f.
4. Soit g la fonction définie sur [0; 4o par

x2
gx) =cosx—1 +5
Montrer que g'(x) = f(x) puis que g(x) = 0.
5. a. Endéduire que pour tout x positif
2
1- x? <cosx < 1.
b. L’inégalité est-elle encore vraie si x est négatif ?
3
6. En étudiant la fonction h(x) = sinx —x + % montrer

3
que pour tout x positif, x — > < sinx < x.
7. En déduire lim 22,

x—-0

Montrer que pour tout x € [Og] ona
2

—x <sinx < x.
T

(Pauvre béte) o A
Un lapin désire —
traverser une route 4| | oo
de 4 métres de

¥ c B D
largeur. Un ca- >
mion, occupant -~ =
toute la route, arrive a sa rencontre a la vitesse de 60 km.h™,
Le lapin décide au dernier moment de traverser, alors que le
camion n’est plus qu’a 7 métres de lui. Son démarrage est
foudroyant et on suppose qu’il effectue la traversée en ligne
droite & 30 km.h™.
L’avant du camion est représenté par le segment [CC'].
Le lapin part du point A en direction de D. On désigne par

a une mesure en radian de ’angle BAD avec 0 < a < %

On se demande s’il est possible que le lapin traverse sans se
faire écraser.
4sina

1. Montrer que BD = ——— puis déterminer les distances

CD et AD en fonction de a.
2. Montrer que le temps t; mis par le camion pour parcou-

fir la distance CD est —— + —=%__ (en heures),
. i . 60 000 60 000 cos a k
puis déterminer le temps t, (en heures) mis par le lapin
pour parcourir la distance AD.
3. Soit f la fonction définie sur [0; g[ par

7
f(a)=5+2 cosa cosa’

Montrer que le lapin aura traversé la route avant le pas-

sage du camion si et seulement si f(a) > 0.

4. Exprimer f'(a) en fonction de a et démontrer que

f'(a) estdu signe de 1 — 2sin a.

5. Dresser le tableau de variation de f et conclure.
6. On souhaite résoudre 1’équation f(a) = 0.

a. Montrer en utilisant le théoréme des valeurs inter-
médiaires que I’équation f (@) = 0 admet deux solu-
tions.

b. Montrer que f(a) =0 7cosa =8 —4sina &
65sin?a — 64sina + 15 = 0.

¢. En déduire que le lapin ne sera pas écrasé si et seu-
lement si a € [22,62° 36,87°] (2 1072 pres).

sina 4
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